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PREFACE

« Sciences industrielles pour 'ingénieur » : quand Robert Papanicola m’a solli-
cité pour rédiger une préface a cet ouvrage, une succession de sentiments contra-
dictoires se sont bousculés : trés honoré, un peu émus, mais inquiet... Mais que
sont les SIT? Ou méme, qu’est-ce que «la SI» comme disent les éleves de prépa
rendant ainsi singulier ces sciences industrielles pourtant plurielles ?

Dans «le jeu des possibles, 1981 » Francois Jacob ! écrit : « Le début de la science
moderne date du moment o1 aux questions générales se sont substituées des ques-
tions limitées; ou au lieu de demander : "Comment 'univers a-t-il été créé? De
quoi est faite la matiere ? Quelle est I'essence de la vie ?", on a commencé a se de-
mander : "Comment tombe une pierre ? Comment I’eau coule-t-elle dans un tube ?
Quel est le cours du sang dans le corps ?". Ce changement a eu un résultat surpre-
nant. Alors que les questions générales ne recevaient que des réponses limitées,
les questions limitées se trouverent conduire a des réponses de plus en plus géné-
rales. »

Avec les « sciences pour I'ingénieur », on inverse cette tendance en étudiant
globalement les systemes artificiels complexes. Plutot que de se focaliser sur I'ana-
lyse partielle et fine d'un composant de ce systeme complexe, on I'aborde dans
son ensemble et dans sa pluridisciplinarité : on développe des modélisations, des
expérimentations, des simulations de ces systémes qui font intervenir autant de
disciplines scientifiques : la mécanique, I'optique, I'électronique, la thermodyna-
mique, I'automatique, la résistance des matériaux... que de domaines d’applica-
tions : la robotique, les transports, I'énergie ...

En droite ligne des enseignements rénovés de technologie au college, de 1'op-
tion ISI en seconde et du parcours S-SI de premiere et terminale, les « sciences
industrielles pour I'ingénieur » constituent les deux premieres années de la forma-
tion d’ingénieur. C’est a la demande des grandes écoles que cet enseignement est
apparu en 1995 lors de la réforme des classes préparatoires ; le caractére pluridis-
ciplinaire étant limité aux champs de la mécanique et de I’automatique.

1. Francois Jacob, né le 17 juin 1920, chercheur en biologie, prix Nobel de physiologie ou méde-
cine, élu al’académie francaise.
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iv 0 Préface

Avec son premier livre « Sciences industrielles (mécanique et automatique) »
paru chez Ellipses en 2003, Robert Papanicola a été un pionnier en proposant aux
étudiants un livre a la fois synthétique et illustré d'un grand nombre d’exemples
tout en abordant les deux facettes du programme. Au milieu d’'une production
abondante d’ouvrages de mécanique ou d’ouvrages d’automatique, ce premier
tome faisait la différence.

Le second volume, encore plus abouti que le précédent, aborde les themes plus
complexes du programme de prépa PSI : les correcteurs en asservissement, la dy-
namique en mécanique... et forme un complément indispensable au premier vo-
lume.

Préfacer ce nouvel opus c’est aussi parler de son auteur, mais c’est difficile de
parler d'un ami. Je connais Robert depuis nos années d’études a 'ENS de Cachan
et j’apprécie ses qualités humaines. Coté professionnel, Robert Papanicola est au-
tant impliqué dans son enseignement au Lycée Jacques Amyot d’Auxerre que dans
la veille autour de cet enseignement. Rigoureux dans la rédaction des différents
chapitres comme dans la construction de ses séquences d’enseignement, Robert
Papanicola est membre du jury de I'agrégation de mécanique. Aussi, pour pro-
longer cette lecture et mieux connaitre 1'auteur, la visite du site « SII en CPGE? »
s'impose.

Luc Chevalier
Professeur d’Université
Paris-Est, Marne la Vallée

2. www.sciences-indus-cpge.apinc.org
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CHAPITRE 1

MECANISMES

1.1 Modélisation cinématique

1.1.1 Problématique

11 est souvent nécessaire d’établir un modele permettant d’étudier aussi bien
les mouvements du mécanisme que les efforts qu’il doit supporter. En effet le sys-
téme réel, soit parce qu’il n'existe pas encore (en phase de conception) soit parce
qu’il est trop complexe n’est en général pas adapté a 'étude. La modélisation va
intervenir aussi bien au niveau de la conception d’'un mécanisme que dans I’ana-
lyse a posteriori d'un mécanisme existant.

— Dans le premier cas on se pose alors la question suivante : Comment trans-
mettre une puissance, obtenir une trajectoire particuliere, résister a des ef-
forts,...? Laréponse consiste a définir un ensemble de liaisons élémentaires
associées pour obtenir le résultat souhaité. Apres cette étape il restera a conce-
voir a partir de ce modele les pieces qui composent le mécanisme.

— Dans le second cas, le mécanisme étant donné, on se propose alors de le
modéliser par un schéma qui va en permettre une analyse plus simple. A
partir de cette modélisation on pourra en étudier le comportement tant au
niveau des mouvements (trajectoire, vitesse , accélération) qu’'au niveau des
efforts transmis et ceux que doivent encaisser les liaisons.

1.1.2 Modele cinématique

Un solide dans un mécanisme est lié aux solides voisins et les mouvements
relatifs sont limités par la nature des surfaces en contact. A partir de ces surfaces en
contact et des mouvements relatifs on choisit alors de modéliser le contact par une
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(ou plusieurs) liaison(s) cinématique(s). Le torseur cinématique est le principal
outil de cette caractérisation :

Q—>1/0 Wy Uy
7, :{—>} =<{Ww v . (1.1)
{ 1/0} Vaci/o R wy vy A

Z Z

(1.31,21)

Ce torseur caractérise les 6 mouvements élémentaires possibles (3 rotations, 3
translations) entre deux solides.

Le principal probleme que 'on rencontre lors de cette phase est la différence
entre la réalité et le modele. En effet, les défauts de réalisation des surfaces (rugo-
sité, défaut de forme, tolérance), la présence nécessaire de jeu, la déformation des
pieces, l'usure, ..., rendent cette modélisation difficile et souvent dépendante du
point de vue.

On appelle modele cinématique d’'un mécanisme, le modele construit autour
des hypotheses suivantes :

— des pieces indéformables,

— des liaisons sans jeu,

— des surfaces de contact géométriquement parfaites,

— des surfaces de contact simples (plan, spheére, cylindre, hélicoide).

A partir de ces hypotheses, on modélise la liaison entre les deux solides par
une liaison normalisée. Ces liaisons élémentaires permettent de caractériser les
mouvements simples entre les pieces (rotations, translations, combinées ou non).

1.2 Liaisons normalisées

1.2.1 Paramétrage des liaisons

La liaison entre les deux solides est caractérisée par le torseur cinématique du
mouvement relatif entre les deux solides. Les coordonnées de ce torseur cinéma-
tique sont les parametres de la liaison.

1.2.2 Tableau des liaisons

Les tableaux en annexe (page 325) présentent les liaisons normalisées. La norme
applicable est la norme NF EN ISO 3952-1.

Pour chaque liaison on retrouve

- la désignation normalisée, le torseur cinématique associé, le torseur des ef-

forts transmissibles;

— une représentation géométrique de la liaison;

— le symbole ISO en perspective et les deux vues planes;

— les torseurs sont écrits sous la forme la plus générale possible.
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1.3 Chaines de solides

1.3.1 Structure des mécanismes - graphe de structure

Un mécanisme est constitué de solides reliés par des liaisons cinématiques.
Lensemble de ces liaisons et des solides forme une chaine de solides.

Cette chaine peut-étre représentée par un graphe dit graphe de structure (ou
graphe des liaisons). Sur ce graphe, les solides sont les nceuds et les liaisons les
arcs. Il est d'usage de préciser le solide référentiel.

(a) Chaine ouverte (b) Chaine fermée (c) Chaine complexe

FIGURE 1.1 - Chaines de solides

a) Classe d’équivalence cinématique

On appelle classe d’équivalence cinématique, un ensemble de solides n’ayant
aucun mouvement relatif. Cet ensemble de solides est considéré comme un seul
solide dans les études qui suivent. Lors de I'étude d'un mécanisme, on commence
par définir les classes d’équivalence puis on recherche les liaisons entre ces classes
d’équivalence.

b) Chaines ouvertes

Une chaine de solide est dite ouverte (fig 1.1(a)) lorsque la structure corres-
pond a un ensemble de solides liés les uns aux autres sans bouclage. On retrouve
cette structure dans les mécanismes de type robot, grue, manipulateur, ---

c) Chaines fermées

Une chaine de solide est dite fermée (fig 1.1(b)) lorsque le graphe présente une
boucle.
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d) Chaines complexes

La chaine de solides est dite complexe (fig 1.1(c)) lorsqu’elle présente plusieurs
boucles imbriquées.

Nombre cyclomatique Le nombre cyclomatique y caractérise la complexité de
la chaine, il précise le nombre minimal de boucles qu’il est nécessaire d’étudier
pour définir complétement le mécanisme. Une chaine fermée simple a un nombre
cyclomatique de 1.

y=L-N+1 1.2)

avec L, le nombre de liaisons du mécanisme et N, le nombre de solides du méca-
nisme.

1.3.2 Analyses géométrique et cinématique des mécanismes
a) Etude géométrique d'un mécanisme en chaine fermée

Pour réaliser I'étude géométrique d'un systéme en boucle fermée (fig 1.1(b)),
il suffit d’écrire la relation vectorielle reliant les points caractéristiques de chaque
solide.

Soit O;, le point caractéristique du solide S;, la relation de fermeture de la
chaine géométrique s’écrit :

0,02+0203+:--+0;10;+---+ 04,410, + 0,0, = 6

En projetant cette équation vectorielle dans une base orthonormée, on obtient
3 équations scalaires reliant les différents parameétres géométriques.

Remarque : Dans le cas d'un mécanisme plan, on obtient 2 équations sca-
laires, déduites de la projection de cette relation sur les axes du plan.

b) Etude cinématique d’'un mécanisme en chaine fermée

Soit, un mécanisme en chaine fermée composé de n solides et n liaisons (fig 1.1(b)).
Pour chaque liaison L;, on peut écrire le torseur cinématique entre les deux solides
S; et S;4; delaliaison au point O; caractéristique de la liaison.

D —
% | Qe
(S MT5 Sl Ev
Oi€(1+1)/l Oi

La fermeture cinématique s’obtient en écrivant la somme des torseurs en un
méme point :

b+ {02t +-o+ {7/(1'—1)/1'} + {Y/i/(i+1)} +o T = 10)
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Cette relation permet d’obtenir 2 équations vectorielles, et apres projection 6
équations scalaires.

Remarque : cette somme de torseur ne peut se calculer que si les torseurs sont
écrits en un méme point.

1.3.3 Liaisons cinématiquement équivalentes

On appelle liaison cinématiquement équivalente entre deux pieces, la liaison
qui se substituerait aI’ensemble des liaisons réalisées entre ces pieces avec ou sans
piéce intermédiaire.

La liaison équivalente doit avoir le méme comportement que I'ensemble des
liaisons auquel elle se substitue. On considere deux types de liaisons équivalentes :
les liaisons en série et les liaisons en paralléles. Pour déterminer la liaison équiva-
lente, on pourra soit réaliser une étude du point de vue cinématique, soit du point
de vue statique.

T T—

(a) Liaisons en parallele (b) Liaisons en série

FIGURE 1.2 - Liaisons équivalentes

a) Liaisons en série

Des liaisons sont dites en série lorsque le graphe a la structure 1.2(b). On re-
trouve en fait la structure d’'une chaine ouverte.

Etude cinématique On recherche le torseur cinématique du mouvement du so-
lide 2 par rapport au solide 1 : {%,,,}. En décomposant sur les solides intermé-
diaires, on obtient :

{7/28/61’ { 2/]}+{7/]/l} { 1/1} (1.3)

On constate que, le torseur cinématique de la liaison équivalente a plusieurs
liaisons en série est égal a la somme des torseurs cinématiques des liaisons de la
chaine.
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Remarque : chaque torseur doit étre écrit au méme point avant de calculer la
somme.

Ftudestatique On suppose les solides en équilibre, on néglige le poids des pieces,
les actions extérieures appliquées sur le solide S, sont représentées par le torseur

o o
d’action mécanique {Z,,_. ,}.

FIGURE 1.3 - Liaisons en série - Etude statique

On note
- {d(nfl)an
solides S, et S, _1,

- {deq}, le torseur des actions transmissibles par la liaison équivalente L,

} , le torseur des actions transmissibles par la liaison L, entre les

entre les solide S; et S,.

La liaison équivalente doit se comporter du point de vue des efforts transmis-
sibles comme I'ensemble des liaisons en série. Si on applique le PFS au solide S,
on peut donc écrire dans un cas comme dans l'autre :

— pour les liaisons en série

{'Qg(n—l)—m} + {g;extan} = {0}
— pour la liaison équivalente
{'dlezn} + {gext—»n} =1{0}

On en déduit que
eq \ _
{‘dl—w} - {‘d(n—l)—m}
En appliquant ensuite le PES sur le solide S;,_1, on déduit :

{‘d(n—l)—m} = {‘d(n—Z)—%n—l}

Finalement en isolant successivement chacun des solides jusqu’au solide S, on
en déduit que tous les torseurs des actions de liaisons doivent étre égaux et égaux
a celui de la liaison équivalente.
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{gext—e} @ {gext—ﬂ}

FIGURE 1.4 — Liaisons paralléles

{‘dle—q»n = {‘d(n—l)—m} = {‘Q{(n—Z)—%n—l)} = {‘d(n—?))—»(n—Z)} == {dlaz} (1.4)

b) Liaisons en parallele

Lorsque plusieurs liaisons relient directement deux solides, les liaisons sont
dites en parallele (fig 1.4).

Etude cinématique Lensemble des liaisons L; en paralléle impose le mouve-
ment du solide 2 par rapport au solide 1, le torseur cinématique {7/2 /1} représente
ce mouvement.

On note : {7/2"/1}, le torseur cinématique de la liaison L; entre les deux solides
Sy etSos.

Chaque liaison élémentaire L; ne peut que respecter le mouvement global du
solide 2 par rapport au solide 1, on peut donc écrire :

{7/2i/1} ={"nt

Le comportement cinématique de la liaison équivalente L4 doit aussi respecter le
mouvement global du solide 2 par rapport au solide 1 :

eqy _
ont=1ant
d’ot1la condition que doit respecter le torseur de la liaison équivalente :
eqy _ 17 _ 21 _ — 2 —
{7/2/1} ={nt={"nt=-= {7/21/1} =--={"ht (1.5)
Pour déterminer, a partir de I’étude cinématique, la liaison équivalente a » liai-

sons en paralléle, il suffit de résoudre le systeme de 6 - n équations déduit des éga-
lités de torseurs ci-dessus.
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Etude statique Pour déterminer la liaison équivalente, on isole le solide 2.
Il est soumis :
- Aux actions transmissibles par chaque liaison L; ;

{et)

ob b e

- Aux autres actlons extérieures : {9 oxtnf

Lob o

Le PES s’écrit donc :

soit

{‘dll—ﬁ} + {dlz—»z} e

+ {.ssz_,z} +

2 A}

+ {‘Q{In—a} + {gext—i} = {0}

i{dll—ﬂ} { ext—>2} {0}

La liaison équivalente doit respecter le méme équilibre :

{dlezz} +{Z,

On déduit donc:

{9} = z{d

c) Récapitulatif

ext—»2} = {0}

i
1-2

(1.6)

Le tableau ci dessous récapitule les différents modes de calcul des liaisons
équivalentes.

Etude cinématique

Etude statique

Liaisons | Somme des torseurs cinéma- | Egalité des torseurs des actions
en série | tiques transmissibles

eq eq = = =

=T b+ T e 0 | R = (A}
{4 o}
Liaisons | Egalité des torseurs cinéma- | Somme des torseurs des actions
en pa- | tiques transmlss1bles
R eq 1 _

rallele o= == =} {at1,} = Z {5}

1.4 Représentation schématique des mécanismes

1.4.1 Schéma cinématique

Le schéma cinématique d'un mécanisme est un modele filaire du mécanisme
utilisant les symboles normalisés des liaisons. Ce modéle est utile tant au niveau
de la conception que de 'analyse a posteriori pour réaliser 'étude cinématique ou
dynamique (trajectoire, vitesse, efforts, etc.).

Quelques regles et conseils pour établir un schéma cinématique :
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— Le schéma peut étre réalisé en une vue en perspective ou en plusieurs vues
en projection. La position relative des liaisons doit étre respectée (perpen-
dicularité, parallélisme, alignement, orientation précise, etc.);

— Les pieces sont dessinées trés succinctement par un simple trait en général
qui relie les différentes liaisons;

— On ne doit pas privilégier une position particuliére dans la représentation;

— Le schéma doit étre clair et permettre la compréhension du mécanisme;

— Le schéma cinématique ne doit comporter que des piéces indéformables
(pas de ressort) ;

— Dans certain cas, une représentation plane peut suffire pour décrire le mé-
canisme.

Vous trouverez dans la suite de ce manuel, un grand nombre de schémas ciné-

matiques.

1.4.2 Schéma cinématique minimal

Le schéma cinématique minimal est obtenu en remplagant si possible, les liai-
sons en série et ou en parallele par les liaisons normalisées équivalentes.

Le schéma cinématique minimal fait « disparaitre » des solides et des liaisons,
il est a utiliser avec précaution et uniquement pour I’étude cinématique et la com-
préhension cinématique du mécanisme. Il ne doit pas étre utilisé pour réaliser des
calculs d’hyperstatisme ou des calculs d’effort dans les liaisons.

1.4.3 Schéma technologique

Il est parfois nécessaire afin de mieux comprendre le fonctionnement d'un mé-
canisme, de compléter le schéma cinématique en ajoutant des constituants tech-
nologiques tels les ressorts, les courroies, les clapets d'un circuit hydraulique, ...

On peut aussi préciser la forme de certaines piéces et décomposer les liaisons
en liaisons élémentaires plus proche de la réalisation technologique. Ainsi on re-
présentera une liaison pivot réalisée par deux roulements par une liaison sphere—
cylindre (linéaire annulaire) et une liaison sphérique (rotule)

Ce schéma est alors appelé un schéma technologique.

1.5 Mobilité et hyperstatisme

1.5.1 Définitions
a) Degré de mobilité d’'un mécanisme

Le degré de mobilité m caractérise le nombre de mouvements indépendants
d’'un mécanisme.
— un mécanisme est immobile lorsque m =0;
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— un systeme est mobile de mobilité m lorsque m > 0;
Attention : m ne peut étre négatif.

On définit aussi de maniere complémentaire, les notions de mobilité utile m,,
et mobilité interne m; avec

m=my+ mi.

Mobilité utile m,, :c’estla oules mobilités souhaitées du mécanisme.

Mobilité interne m; :c’estune mobilité qui caractérise le mouvement d'une piece
indépendamment des autres pieces (rotation d'une piece sur elle-méme).

Cette notion de mobilité interne est étendue aux mobilités du mécanisme qui
ne concerne que des piéces internes dont le mouvement n’entraine pas de mou-
vement des pieces en relation avec le milieu extérieur.

Quelques exemples du laboratoire de sciences industrielles :

— La pompe Doshydro posséde deux mobilités utiles, la mobilité principale :
larotation de I'arbre moteur entraine la translation du piston, la seconde est
le réglage de la course du piston;

— La plate-forme Steward possede six mobilités utiles (les trois translations et
les trois rotations de la plate-forme) et six mobilités internes (la rotation de
chaque vérin autour de I’axe passant par les centres des rotules).

b) Degré d’hyperstaticité d’'un mécanisme

Le degré d’hyperstaticité h d'un mécanisme caractérise la surabondance des
degrés de liaisons de ce mécanisme. Ainsi une table avec quatre pieds est hyper-
statique de degré h = 1 car trois pieds suffisent pour la poser sur le sol.

— Un systéme est dit isostatique (h = 0) s’il est possible de déterminer la to-
talité des inconnues de liaison en appliquant le principe fondamental de la
statique a chacune des pieces du mécanisme.

— On dit qu'un systeme est hyperstatique (h = 0) si toutes les inconnues de
liaison ne sont pas déterminables. Chaque inconnue non déterminable par
le PES est un degré d’hyperstaticité.

1.5.2 Mobilité - Hyperstaticité

On se propose de rechercher des relations entre les parameétres du mécanisme
(nombre de pieces, liaisons, nombre cyclomatique, etc.) et le degré de mobilité
et/ou d’hyperstaticité. Nous allons mener cette étude du point de vue statique et
du point de vue cinématique.
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a) Détermination du degré d’hyperstaticité

Soit un mécanisme (figure 1.5) formé de N solides reliés par L liaisons. On ap-
plique le PES a chaque solide hormis le bati, ainsi pour le solide S; :

{stp it +{sti_ it + {d(Hl)—»i} +{F oxir} =10

Pour chaque équilibre nous pou-
vons donc écrire un systeme de 6
équations. I1 est possible d’étudier
I'équilibre de N — 1 solides (les autres
équilibres se déduisent de ceux-ci)
d’ot pour la totalité du mécanisme un
nombre total d’équation de

(7

ext—i

{ZF

ext—»n}

Es=6-(N-1). (1.7)

FIGURE 1.5 — chaine complexe
Chaque torseur d’action transmissible par une liaison L; du solide S;_; sur S;

({g{( i1 i} ) comporte ng, inconnues. Le tableau 1.1 présente quelques liaisons et
les inconnues de liaisons associées.

Liaison Torseur ng;
X; 0
liaison pivot Y; M; ng, =5
Z; N; i
(7.3:.%)
0 0
liaison pivot glissant Y; M; ng, =4
Zl Nl Pj
(2.3:.%1)
X; 0
liaison sphérique Y; O ng, =3
Zi 0)p
(53.71.%)

TABLE 1.1 - Inconnues de liaisons

Le nombre total d'inconnues statiques pour les L liaisons est donc :

L
Is=) ny,. (1.8)
i=1
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L'étude globale du mécanisme se raméne donc a I’étude d'un systeme linéaire
de E; équations avec I inconnues. Ce systeme est un systéme linéaire dont le rang
est noté ry.

Le degré d’hyperstaticité & correspond au nombre d’inconnues de liaison que
I'on ne peut pas déterminer par la résolution du systeme :

h:Is_rs (]--9)

— h =0, il est alors possible de déterminer toutes les inconnues de liaison, le
systeme est isostatique

— h >0, il y a plus d'inconnues que d’équations indépendantes, le systeme
est hyperstatique. Le nombre d’'inconnues de liaison non déterminées re-
présente le degré d’hyperstaticité.

b) Détermination du degré de mobilité

Soit un mécanisme formé de N solides reliés par L liaisons (figure 1.5). Le
nombre de cycles indépendants du mécanisme est :

Yy=L-N+1. (1.10)

Pour analyser complétement le mécanisme, il faut donc étudier les y boucles du
mécanisme.

Pour chaque liaison élémentaire L; on écrit le torseur cinématique {7/( Ty l.}.
Chaque torseur comporte 7., inconnues cinématiques (quelques exemples dans
le tableau 1.2).

Liaison Torseur N,
Wi 0
liaison pivot 0 0 neg =1
0 0)r»
(5.77%7)
Wxi Vxi
liaison pivot glissant 0 0 ng, =2
0 0 Jo»
(5.7, %)
wy; 0
liaison sphérique wy; 0 ne =3
wz; 0)»
(71 7)

TABLE 1.2 - Inconnues cinématiques

Pour chacune des boucles indépendantes, on exprime la fermeture cinéma-
tique, ainsi pour la boucle (figure 1.5) constituée des solides {S;,S;+1,Sk} :

Uined + {Vk/(i+1)} + {7/(i+1)/i} =1{0}.
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On obtient ainsi 6 équations par boucle soit E; équations pour le mécanisme
complet
E;,=6-y (1.11)

et comportant I, inconnues cinématiques
L
Ic=) ng,. (1.12)
j=1

Le rang de ce systéme est noté r..
Le degré de mobilité correspond aux inconnues cinématiques que I’on ne peut
déterminer lors de la résolution du systeme soit :

m=I.—re. (1.13)

Si
— m =0le mécanisme est immobile;
— m >0 le systéme est mobile de mobilité m.

c) Détermination intuitive du degré de mobilité

Dans le cas des mécanismes peu complexes, il est possible de déterminer le de-
gré de mobilité a partir de 'analyse du mécanisme (lecture du dessin d’ensemble,
schéma cinématique, vue 3D, etc.).

On recherche les mobilités utiles :

— enidentifiant la chaine cinématique de la (des) mobilité(s) utile(s) (de (des)

I’actionneur(s) vers la sortie) ;

- enrecherchant la chaine cinématique de réglage.

Pour identifier les mobilités internes, on s'intéresse aux liaisons a plusieurs degrés
de liberté (pivot glissant, sphére cylindre, sphérique).

Chaque mouvement ainsi identifié est une mobilité.

Cette détermination intuitive est souvent suffisante pour résoudre un probléeme
élémentaire.

1.5.3 Exemple guide - Vanne robinet

Le volant entraine la vis de commande en rotation par rapport au corps (liaison
pivot). Le volant et la vis sont en liaison compléte (encastrement). La vis de com-
mande entraine par I'intermédiaire d'une liaison hélicoidale le pointeau. Celui-ci
coulisse sans tourner par rapport au corps (liaison glissiére).

On se propose de déterminer par une étude statique et un étude cinématique
le degré de mobilité et le degré d’hyperstaticité de ce mécanisme.
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FIGURE 1.6 — Vanne

a) Modélisation du mécanisme

Létude débute par la modélisation du mécanisme (identification des liaisons,
schéma cinématique, etc.).

Schéma cinématique A partir de la description ci-dessus on peut établir le graphe
de structure et le schéma cinématique (figure 1.7)

L31 .

2 - Manivelle Glissiere Z

3 - Pointeau Ly : Pivot
P 0,72
: (©.7) P

1 Hélicoidale
Com (0,7)

(a) Schéma cinématique (b) Graphe de structure

FIGURE 1.7 - Modélisation de la vanne

Inventaire On retrouve dans les tableaux ci-dessous, I'inventaire des liaisons (ta-
bleau 1.3) et I'inventaire des actions mécaniques extérieures (tableau 1.4).
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Désignation | Torseur cinématique Torseur des actions transmis-
sibles
0 0 X3 Li3
L31 Liaison {7/3/1} =<0 0 {.52{1_,3} = Y13 M13
Glissiere 0 V31 VP 0 N13 VP
F77) x7.%)
0 0 X23  Los
Ls, Liaison | {7;,}=4 0 0 1,3} =4 Yos Mos
Hélicoidale W32 V32 ) vee0,2) Zy3 N2z ) w
(F7.7) (3.7.7)
avec V32 = %0)32 avec Ngg = —% . Zzg
0 0 X2 L2
Loy Liaison | {#,,,}=4 0 0 {o,_,}={Yi2 M
Pivot w21 0) veeo, 2 Zy 0 Jw
(F.7.2) (77.7)

TABLE 1.3 - Inventaire des liaisons de la vanne

Le mécanisme comporte N = 3 pieces et L. = 3 liaisons, d’ou le nombre cyclo-
matique: y=L-N+1=1.
A partir de I'inventaire des liaisons, on déduit pour
Pétude statique que le systeme a résoudre comporte E; = 6-(N—1) = 12 équations
etl;=5+5+5=15inconnues de liaisons.
Le rang de ce systeme ne peut dépasser rs < min(Eg, [5) = 12, le mécanisme
est donc au moins hyperstatique d’ordre h =1 —rs = 3.
Pétude cinématique que le systéeme a résoudre comporte E; = 6y = 6 équations
(une seule boucle) et I, =1+ 1+ 1 =3 inconnues.
Remarque :la liaison hélicoidale ne comporte qu’'une inconnue cinématique
et cinq inconnues statiques, en effet les inconnues Vs, et w3, sont liées ainsi que
Z3» et N3o.

Couple exercé sur le volant ‘ Effort résistant sur le pointeau
0 F,-Z
(7 }:{ ﬂ} (7 }:{rﬁ }
Cm—2 . t—3
" Cm- 2] yp ex 0 Jype0,2)

TABLE 1.4 - Inventaire des efforts extérieurs

b) Détermination du degré d’hyperstaticité par une étude statique

Remarque préalable : écrire le PES suppose que le systeme est en équilibre,
nous supposerons ici, que les masses sont négligeables et/ou les vitesses constantes

pour pouvoir 'appliquer.
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Nous verrons par la suite qu’il est possible de réaliser les calculs avec des ef-
forts nuls, en effet I'objectif n'est pas 1'équilibre des pieces ou I'étude du mouve-
ment mais la détermination des mobilités et de 'hyperstaticité du mécanisme et
le résultat de ce calcul ne dépend pas des efforts extérieurs.

PESsur2enO Onisolele solide 2 (figure 1.8(a)), le PFS s’écrit :
(o} H{ts ot +{F ot = 10},

ou, en revenant au données du tableau
{2t —{ts_3} +{Fcmn} = 10}

Soit en O dans labase (X,),Z) avec Npg = — o - Z3 :

X2 Li2 Xo3 Los 0 0 00
Yio Mipp—<Yos Mg +10 0 =<0 0
Ziz 0 Zos —o=-Zp3 0 Cn 0 0

d’ot les 6 équations de I'équilibre de 2 (3 pour la résultante et 3 pour les mo-
ments) :

Xi2—Xp3 =0 Li2—Los =0
Yio—-Yos =0 et { Mi2—Mzs =0 (1.14)
Zio—703 =0 0+£Zgg+ Cm=0

2m

Lg] :
Glissiere Z

Ly : Pivot
(0,7)

Ly, : Pivot
(0,7)

] ,: Hélicoidale Hélicoidale
Cri.._.-" (0,2) Chm (0,2)

--

(a) PFS - Isolement solide 2 (b) PFS - Isolement solide 3

FIGURE 1.8 — Equilibres des solides 2 et 3

PESsur3enO Onisolelesolide 3 (figurel.8(b)), le PES s’écrit :

{3} +{stp_ s} +{Foris} = 10}.
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Ce qui donne en ramenant tout en O dans la base (X, Y, Z) avec Npg = — 5= -
Zzg .

Xy3  Lis X2z Lo 0 0 00

Xi13 Mz p +<{ Y3 Mog +< 0 0p,=<0 0

0 Ni3 Zos  £Zo3 F, 0 0 0

D’ou les 6 équations de I'équilibre de 3 :
X153 +Xo3 =0 L1z +Lo3 =0
Y13+ Yo3 =0 et Mis +Mas =0 (1.15)
04723 +F, =0 Nig— P 7, =0
2.7

Résolution Nous avons donc a résoudre un systeme de 12 équations a 15 incon-
nues, ce systeme s’écrit sous forme matricielle :

X2
10000—1000000000512 0
010000—100000000L12 0
0010000—10000000M12 0
00010000—1000000)(12 0
000010000—100000Y23 0
ooooooo%ooooooo_zﬁ_—cm
000001000010000L23_0
000000100001000M23 0
000000010000000X23 -F,
000000001000100Y13 0
00000000,”0100010L12 0
00000 0 0 —f 0 0 0000 1) 0

Ni3

Le rang de ce systéme est au maximum de 12 (r; < min(I, Es) = Eg ).

On constate rapidement que les lignes 6 et 9 sont linéairement dépendantes,
le rang est donc diminué de 1 d’ol1 r; =12 -1 et par suite h=15-11 =4.

Remarque : Ces deux lignes correspondent aux équations :

E +Z23+Cpy =0 p
2n soit Cj; = —
Zos+F, =0 2n

'Frv

c’est a dire la relation entre I’entrée et la sortie du mécanisme
Pour déterminer le rang, il est possible de rechercher la matrice carrée la plus
grande possible avec un déterminant non nul que I'on peut extraire de la matrice
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rectangulaire mais il est souvent préférable de résoudre directement le systeme
et déterminer les inconnues de liaisons, le degré d’hyperstaticité est déduit des
inconnues non déterminables. Nous allons vérifier que le rang est bien rs =11 en
en résolvant completement le systeme.

Ainsi, a partir du systeme des 4 équations suivantes extraites du systéme com-
plet:

Z12—Zs3 =0 Cm:E-Fr
271
Zo3+ F, =0 , 2t c
L2 oo st {70 e
271 " _
Nl P o Zi2 =723
1375 223 = Nis = —C,,

il reste donc 8 équations pour 12 inconnues, il est nécessaire d'imposer 4 va-
leurs pour résoudre. On choisit, les composantes de la liaison hélicoidale X»3, Y23,
Ly3 et Mp3 comme parametres pour résoudre le systeme.

Xi2—Xo3 =0 X12 =Xo3

Yi2—Yes =0 Y12 = Yo3

Liz—L23 =0 Li2=1Los
Miz=Mas =00 g Mo =Mas (1.17)
Xi3+Xo3 =0 X13 = —X23

Yiz+Yas =0 Yi3=-Yo3

Lis+Las =0 Lis=-La3
Mis+Mps =0 M3 = -Mp3

Ces 4 inconnues de liaisons qui ne peuvent étre déterminées X3, Yo3, L3 et
My3, correspondent au degré d’hyperstatisme du mécanisme, le mécanisme est
donc hyperstatique d’ordre h = 4.

On montre donc que le rang global du systéme est donc : rs = 11, on retrouve
donc la relation

h=I;—rs=15—-11=4

Commentaires Le systeme comporte 11 équations principales et 1 équation
supplémentaire. Les équations supplémentaires traduisent les relations entre les
actions mécaniques extérieures a travers le mécanisme pour qu’il soit en équilibre
comme dans |'exemple précédent I'équation C,;, = % -F,.

Le nombre d’équations supplémentaires est égal au degré de mobilité du mé-
canisme :

m=E;—rs. (1.18)
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On constate aussi que le caractere hyperstatique d'un mécanisme est indépen-
dant des efforts extérieurs, ce constat permet de mener les calculs d’hyperstatisme
avec des efforts extérieurs nuls.

Lors de la détermination du degré d’hyperstaticité, les inconnues hypersta-
tiques sont choisies arbitrairement (dans I'exemple précédent X3, Y3, L3z et Msp)
mais lors de la réalisation ou d’'une simulation, il faudra choisir judicieusement
les valeurs a annuler ou a imposer (Pour une table a 4 pieds, il semble raisonnable
d’'imposer que le poids de la table soit réparti sur les 4 pieds).

Aux inconnues hyperstatiques correspondent des conditions de cotation entre
les liaisons que doit respecter le mécanisme afin de fonctionner correctement mal-
gré I'hyperstatisme :

— Fao ;
~

(a) contrainte dimensionnelle (b) contrainte angulaire

FIGURE 1.9 — Hyperstaticité et contraintes dimensionnelles

Figure 1.9(a) : lorsque le degré d’hyperstaticité est lié a une inconnue de résul-
tante (X23 et Yo3 dans 'exemple) cela implique de respecter lors de la réali-
sation du mécanisme une contrainte dimensionnelle (ici, la distance entre
deux axes doit étre nulle).

Figure 1.9(b) : lorsque le degré d’hyperstaticité est lié a une inconnue de moment
(Los et Nog dans I'exemple) cela implique de respecter lors de la réalisation
du mécanisme une contrainte angulaire (ici, les deux axes doivent étre pa-
ralleles).

Dans notre exemple, les deux axes (vis et pointeau) doivent étre coaxiaux pour
que le systéme puisse fonctionner.

¢) FEtude cinématique

Nous allons reprendre la méme étude a partir d'un point de vue cinématique.

Le systeme ne comporte qu'une seule boucle, y = 1, la fermeture géométrique
vanous permettre d’écrire un systéme de E; = 6-y = 6 équations avec I, = 3 incon-
nues.

Fermeture de la chaine cinématique :
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12} + 0o} + 175 = 10}
eten O danslabase B=(%,7,z).

0 0 0 O 0 O 0 0
0 0 »+< 0 0p—-<0 O =<0 0
w32 V3 wy; O 0 Vi3 00
D’otl1 les 6 équations :
0+ 0+ 0=0
0+ 0+ 0=0
w32+ W21+ 0=0 p
avec Va3 =—— 1.19
0+ 0+ 0=0 2T o TR (1.19)
0+ 0+ 0=0
V32+ 0— V31 =0

Le systeme comporte 4 équations supplémentaires nulles, il se ramene donc a
un systeme de 2 équations a 3 inconnues. Le rang est r. = 2, il faut fixer un para-
metre pour pouvoir résoudre les autres. Ce parametre est la mobilité principale du
mécanisme.

Le mécanisme est mobile avec:

m:Ic_rc:?)_Z:l.

On peut choisir comme parametre pilote w2, la vitesse de rotation de la ma-
nivelle pour déterminer les deux autres :

V31 = ﬁ‘DZI
2n ) (1.20)

W32 = —W2]
Remarque : on constate dans cet exemple que le calcul via 'étude cinéma-
tique est plus rapide, ce constat ne doit pas étre généralisé, cela dépend du méca-
nisme.

Commentaires Le systéme étudié comporte 2 équations principales et 4 équa-
tions supplémentaires. Les équations supplémentaires correspondent aux contraintes
d’hyperstatisme du mécanisme :

h=E,-re. (1.21)

On voit que les notions de mobilité et d’hyperstaticité sont liées, nous allons
définir ces relations.
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1.5.4 Relations entre mobilité et hyperstatisme
a) FEtude générale

Pour un systéme mécanique formé de N solides, et L liaisons nous avons :

y=L-N+1 (1.22)
Eg=6-(N-1) (1.23)
E =6y (1.24)

Apartir de!’étude statique on déduit le degré d’hyperstaticité, le nombre d’équa-
tions supplémentaires donnant le degré de mobilité :
h=Is—r; et m=E;—r;
d’out
m—h=E;—I; (1.25)
De méme, a partir de I’étude cinématique on déduit le degré de mobilité mais
aussi le degré d’hyperstaticité (équations supplémentaires de I’étude cinématique) :

m=I.—r. et h=E.—r,

m-h=1,-E, (1.26)

Les deux relations 1.26 et 1.25 sont équivalentes en effet.
Pour chaque liaison, le nombre d’inconnues cinématiques est le complément
a 6 du nombre d’inconnues statiques.

Nsi =6—ng; (1.27)
L L
Is=) ns=) (6= ne) (1.28)
i=1 i=1
On peut donc écrire en développant :

L
I,=6-L—) ny;=6-L-1. (1.29)
i=1

Puis en remplagant dans 1.25 et en réorganisant :
m—-h=E;—6-L+1, (1.30)
m—-h=6-(N-1)-6-L+1, (1.31)
m—-h=-6-L-N+1)+I, (1.32)



22 1 Mécanismes

On reconnait le nombre cyclomatique vy, la relation devient :
m—h=—6-y+I, (1.33)
d’ou la relation
m—-h=I1.-E, (1.34)

Le parametre m — h est parfois appelé indice de mobilité.

Les relations 1.25 et 1.26 sont deux relations équivalentes qui permettent de
relier les notions de mobilité et d’hyperstaticité. Il suffit de déterminer un deux
parametres m ou h pour obtenir le second. Il est souvent « facile » de déterminer
intuitivement le degré de mobilité par une simple étude du mécanisme.

Mécanisme plan Il est possible de réaliser une étude de mobilité et d’hypersta-
tisme dans le plan, les relations obtenues sont équivalentes en prenant garde que
le nombre d’équations que 1'on peut écrire lors d’'une étude statique ou cinéma-
tique n'est que de 3. De méme, le nombre d'inconnues cinématiques ou statique
d’un torseur ne peut dépasser 3. Nous pouvons donc écrire :

m—-h=Es;—I; avec E;=3-(N-1) (1.35)
m—-h=1,—E; avec E;=3-y (1.36)
Nsi =3 — Ngj (1.37)

Seules trois liaisons sont utilisables dans le cas d'un mécanisme plan, le ta-
bleau 1.5 précise les inconnues statiques et cinématiques pour chacune de ces
liaisons.

On consideére un mécanisme plan de normale Z

Remarque importante: dire qu'un mécanisme est plan, c’est déja faire des hy-
potheses sur I'orientation des liaisons (toutes les rotations sont perpendiculaires
au plan d’étude donc paralleles) cela revient a simplifier le modele d’étude. Cette
hypothese risque de faire disparaitre des degrés d hyperstaticité.

1.5.5 Isostaticité

Un mécanisme hyperstatique est un mécanisme dans lequel les liaisons sont
surabondantes, on pourrait donc obtenir le méme fonctionnement avec une struc-
ture plus simple.

Est-il pour autant judicieux d’essayer de le transformer pour le rendre isosta-
tique ?

1. la notation [0] précise que la valeur 0 est imposée par le modele plan
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Liaison torseur cinématique ! torseur des actions trans-
missibles
0] o X [0]
Articulation 0] o0 , e =1 Y [0] , Ngi =2
d’axe normal au w; [0])o [0 0 ),
plan d’étude F77) F77)
(0] V, 0 [0]
Glissiere [0] 0 ,hei =1 Y, [0] , Ngi =2
la direction 7 est 0 [0]),o 0] N:Jo
dans le plan (7.%) (2.7.2)
0] Vyu Xp (0]
Ponctuelle w, 0 , Hei =2 0 [0] , Rgi =1
la normale au [0] [0])o 0] 0 ),
contact 77 est dans wE) (777)
le plan.

TABLE 1.5 — Liaisons dans le plan

La qualité principale d'un mécanisme hyperstatique est sa rigidité. La contre-
partie de cette qualité est son principal défaut, les mécanismes hyperstatiques
sont plus difficiles a réaliser donc plus cotiteux.

Ainsi, la glissiére (figure 1.10) permet de mieux répartir les efforts appliqués sur
la table mais elle ne peut correctement fonctionner que si les deux colonnes sont
rigoureusement paralléles. On réserve donc les solutions hyperstatiques chaque
fois que la rigidité doit I'emporter sur le cott, dans les autres cas on préfere les
solutions isostatiques.

a) Recherche d’isostaticité

A partir de I'étude statique, on identifie les inconnues de liaisons surabon-
dantes. Pour chaque inconnue de liaison non déterminable, il faut ajouter un de-
gré de liberté dans la chaine cinématique. Il peut aussi nécessaire de rajouter des
pieces dans le mécanisme.

1.6 Exercices

Exercice 1- Table a colonnes Corrigé page 31
Q1. Identifier les liaisons du mécanisme (figure 1.10) puis tracer le graphe des liai-
sons.

Q2. Tracer le schéma cinématique 3D.

Q3. Evaluer le degré de mobilité (sans calculs). En déduire le degré d’hyperstati-
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cité.
Q4. Déterminer la liaison équivalente entre la table et les deux supports.
Q5. Tracer le schéma cinématique minimal.

colonnes

FIGURE 1.10 - Table a colonnes

Exercice 2- Ecrou flottant Corrigé page 32
Le mécanisme de la figure 1.11(a) est un modele simplifié du mécanisme de
I'exercice précédant.

i —>
— 1b-table
0-corps \ 3-noix
™
1-table
1 A :Z)_|—__—|7_O
| 2-vis ~ la-écrou
B B

(a) Glissiere (b) Ecrou flottant

FIGURE 1.11 — Ecrou flottant

On se propose de rendre ce mécanisme isostatique. Pour cela, on integre entre
la glissiere et I'écrou le mécanisme de la figure 1.11(b). Celui-ci est constitué de
deux liaisons pivots glissants perpendiculaires liées entre elles, la premiere est en
liaison avec la glissiere, la seconde avec I’écrou.

Q1. Evaluez sans calcul le degré de mobilité puis le degré d’hyperstaticité du mé-
canisme sans la modification.

Q2. Tracez le schéma cinématique en perspective du mécanisme modifié puis le
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graphe de structure.
Q3. A partir d’'une étude cinématique, montrez que le mécanisme est isostatique.

Exercice 3- Pompe a boues Corrigé page 33

d’apres concours général

BB ]—i

| — —

— 20
3-bielle b o ®  2-bielle X0

1-vilebrequin

7
N\

i

T
LT
=
l‘,

A

'

cC

4-maneton -4
//////////////////l/////////////////////////%
- Y Z

2
2

Z|
- ///W ///W/mé
A =

_ I=
2-bielle 0-carter :

<7

FIGURE 1.12 — Pompe a boues

Cette pompe a boues (figure 1.12), utilisée dans la centrale de traitement des
eaux usées de Marseille, est prévue pour assurer un débit nominal de 1m3/min

Un moteur (non représenté) de 21kW entraine le vilebrequin (1) a une fré-
quence de rotation constante de 0,8tr/s par 'intermédiaire de deux étages de ré-
duction (non représentés). Le mécanisme bielle-manivelle transforme le mouve-
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ment de rotation en un mouvement rectiligne alternatif du piston double effet
(seul le guide du piston — maneton (4)- est représenté).

- Lexcentricité e = 100 mm.

— Lentraxe entre la téte et le pied de bielle est L = 525 mm.

- La pompe comprend deux systémes bielle - manivelle décalés de 90° (car-
ter(0) - (vilebrequin(1) bielle(2), maneton(4)) et (carter(0) - (vilebrequin(1)
bielle(3), maneton(5)).

Q1. Modélisation cinématique

Qla. Levilebrequin est en liaison en B; et B, avec le carter, préciser les consti-
tuants réalisant la liaison, proposer un modeéle pour chaque liaison élémentaire,
en déduire la liaison équivalente (on conservera pour la suite la liaison équiva-
lente).

Q1b. Identifier les autres liaisons de la pompe a boues
Qlc. Tracer le graphe de structure du mécanisme complet
Q2. Tracer le schéma cinématique 3D du mécanisme.

Q3. Evaluer le degré d’hyperstaticité du mécanisme (ne pas prendre en compte
I’arbre moteur).

Q4. Proposer plusieurs solutions pour rendre le mécanisme bielle - manivelle iso-
statique.

Exercice 4- Miroir de tilt Corrigé page 34
d’apres Mines-Ponts 2001

Le miroir de tilt est utilisé dans le Very Large Téléscope pour diriger la lumiére
issue du miroir secondaire vers 'optique adaptative.

Le miroir de tilt est installé sur une structure mécanique permettant d’orienter
le faisceau, il est solidaire du solide orientable 1 (figure 1.13(b))

Q1. Identifier les liaisons puis tracer le graphe de structure du mécanisme.
Q2. Déterminer la liaison équivalente entre les solides 1 et 2 puis entre 2 et 3.
Q3. Déterminer la liaison équivalente ente le miroir 1 et le bati 3.

Q4. En déduire le degré de mobilité du mécanisme puis le degré d’hyperstaticité.
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Nt g

/ . Surface d'onde
/ ™ déformée

/ 2, > %

\ Miroirs primaire Les bases sont

| et secondaire orthonormées
Y g directes

\ ‘.-" Miroir OA=0OB=R
Y déformable 0C=0D=r

4

Lame
dichroique £ £

Comr;lande [ .Commande

[ @ 1772

: EA
‘4ﬂ‘ Calculateur ¥
(a) Schéma de principe (b) Schéma cinématique
FIGURE 1.13 — Miroir de tilt
Exercice 5- Groupe d’exploitation hydraulique Corrigé page 36

Extrait CCP 2000
Le barrage hydroélectrique de Serre-Pongon est équipé de turbines Pelton.

L'étude porte sur une partie du groupe d’exploitation hydraulique représentée
et modélisée sur la figure 1.14.

La liaison entre le rotor (2) et la structure en béton (1) est réalisée par trois pa-
liers, deux paliers cylindriques en A (palier 3) et C (palier 4) et un palier plan en
B (palier 5). Les trois paliers sont en liaison compléte démontable avec la struc-
ture en béton. La nature du contact des liaisons 2-3 et 2-5 est considérée comme
«cylindrique courte (I < dp) ».

OA=a-Z,0B=b-Z,0C=c-Z

Q1. Donner le nom du modéle retenu et le torseur cinématique associés a chacune
des liaisons 2-3, 2-4 et 2-5.

Q2. Tracer un schéma cinématique représentant ces trois liaisons.

Q3. Tracer le graphe des liaisons et déterminer le degré d’hyperstatisme du mon-
tage bati - rotor et donner le degré de mobilité. Quel est 'intérét de cette solution ?

Q4. Déterminer le torseur cinématique de la liaison équivalente 0-2.
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} Palier 4
C
EI |: l j/ Structure

. 9‘10, /béton 1

1
B
h ' B _)f/ Palier 5
LI 1 R,
< Rl .
51[ l ]/ Palier 3
'A
% p
0 Rotor 2
(a) turbine (b) modele
FIGURE 1.14 — Turbine Pelton
Exercice 6- Téte a polir le marbre Corrigé page 36

extrait TSI Centrale Supélec 2001

Description et données

Les patins abrasifs sont :

- entrainés en rotation autour d'un

axe vertical ;

— animés d'un mouvement d’oscilla-

tion autour d'un axe horizontal.
Les patins utilisés sont également des pa-
tins standards, parallélépipédiques, dont
la face inférieure devient progressivement
cylindrique, sous l'effet de 'usure.

Les grains d’abrasif usés ne restent pas
sous les patins et sont facilement éliminés
par aspersion d’eau sur la pierre a polir.

— (%7,¥i,7i) est une base liée a la piece i ;

FIGURE 1.15 - Téte a polir

do;; . P . . .

- w;;j = —;* représente la mesure algébrique de la vitesse de rotation du solide
i par rapport au solide j, 0;; repérant I'orientation du solide i par rapport
au solide j;

. , 2 = — .
— Vitesse d’entrée : Q1,0 = We* 2, W, =500 tr/min.

A. Etude du mécanisme de transformation de mouvement
Le mécanisme est schématisé sur la figure page ci-contre.
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1
Carter 0 \ Z=2z Zqa=81,7,=80
N 1 Ze=74 =40
[—l 7 00 =e-J5+h-Z
Il i
7 I |, OB =c-3i
| I | Za BGe=—-d-Z
_ I . I, ¢=10 mm
d] H/'L | ~b b =55 mm
3 — A 4
0 —
5 —
0 B iz
—

Liaison encastrement 6 /
entre 1 et 6 G
5

FIGURE 1.16 — Schéma cinématique téte a polir

Le mécanisme étudié est constitué de la chaine fermée de solides 1-3-4-5—
6 — 1. Ce sous ensemble fait partie du systeme dont le schéma est présenté sur le
document 2, en acceptant que la liaison 1 - 6 soit une liaison encastrement.

Le mouvement de rotation de 3 par rapport a 1 provoque un mouvement d’os-
cillation de la piece 5 par rapport a 1. Ce mouvement correspond a la mobilité
utile du systeme étudié. Les figures de rotation (figure 1.17) précisent les différents
parametres angulaires et les reperes associés aux piéces.

i y X1
— 'y — A1 — A1
! V3 X5
—> —> —>
X1 X3 25
e 3 31 X 51 z

FIGURE 1.17 — Figures de calculs
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Q1. Tracer le graphe des liaisons, en nommant les liaisons autres que la liaison 1-6
et en indiquant leurs caractéristiques géométriques.

Q2. En supposant’absence de toute mobilité interne, calculer le degré d’hypersta-
tisme du systeme, sans écrire, pour I'instant, de fermeture de chaine cinématique.
Q3. Exprimer les torseurs cinématiques suivant :

{731}t en O, {743} en O’, {75/4} en O’ et {¥5;5} en O.

Q4. En supposant toujours la liaison 1-6 comme une liaison encastrement, écrire
les équations scalaires traduisant la fermeture de la chaine cinématique au point
0.

Q5. Retrouver le degré de mobilité et d’hyperstaticité.

Afin de rendre le mécanisme isostatique, il faut rajouter, dans les liaisons com-

posant la chaine cinématique étudiée, un nombre de degrés de liberté au moins
égal au degré d’hyperstatisme. On peut rajouter un nombre de degrés de liberté
supérieur au degré d’hyperstatisme a condition de ne pas modifier la loi entrée —
sortie du mécanisme. Apparaitront alors une (ou plusieurs) mobilité(s) interne(s).
Une possibilité de modification concerne la liaison 3 — 4.
Q6. Proposer une modification de la liaison 3 — 4 permettant de rendre le méca-
nisme isostatique. Ecrire son torseur cinématique et montrer son incidence sur
les équations de fermeture cinématique. Si cette modification entraine 1'appari-
tion d'une (ou plusieurs) mobilité(s) interne(s), la (les) citer.

Attention : le schéma cinématique est réalisé dans la position de référence du
mécanisme pour laquelle les liaisons pivot ou pivot glissant 1 -3,3-4,4-5et5
— 6 sont coplanaires. On fera I'hypothése que les pieces 1 et 6 sont liées par une
liaison encastrement.

Remarque 1: le schéma ci-dessus permet d’étudier la cinématique du méca-
nisme. Il est donc nécessaire d’y faire apparaitre de fagon rigoureuse les liaisons
et leurs positions respectives, mais les formes données aux pieces n'ont aucune
importance.

Remarque 2 : on réalise du déport de denture afin que les entraxes des engre-
nages a— c et b — d puissent étre égaux bien que Z, et Z;, soient différents.
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1.6.1 Corrigés

Cor. 1,

Q1. Graphe des liaisons (1.18(a))
On note X7 la direction de la glissiere, A1, Ay respectivement un point de I'axe de la colonne 1 (C;) et de la
colonne 2 (Cz) et B un point de la I’axe de la vis. Les deux colonnes et le bati forment une seule classe d’équiva-
lence.

Ly:

Ly:

L3:

Ly

o

Sujet page 23

(a) Graphe des liaisons (b) Schéma cinématique

FIGURE 1.18 - Table a colonnes

liaison pivot glissant d’axe (A1, x1);

I i) =1
21 0 o[ 1— 7

(5.7.7)

liaison pivot glissant d’axe (A2, x1);
w2 U2 0
L L.
oiit-{% o} friz-
VPe(Ag,37)

0 0
(5.7.7)

liaison pivot d’axe (B, X7) ;

, 0 X
{7/3/1}:{ 03 0} {y1~3}:{Y§
0 0

Pe(B,7)
7

<<

x1,?,

liaison hélicoidale d’axe (B, x7) ;
w4 V4 » X4
{7/2/3} =<0 0 avec vy = 5 - w4 {F_ot=4Ya
0 0 ) vPe(B,X7) Z4

0
M;
Ny

0
M;
Np

0
Ms
N3

Ly
My
Ny

}vPe(Al,ff)

(77,7

}vpe(Az,ﬁ)

(77,7

}VPE(B,)?D

(5.7.7)

avec Ly = 7% ‘X4
VPe(B,x7)

(5:77)
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Q2. Schéma cinématique figure 1.18(b)
Q3. Le systeme est mobile d’ordre m = 1, en effet la seule mobilité est le mouvement principal, la rotation de la
vis entraine le déplacement de la table.

Déterminons maintenant le degré i d’hyperstaticité a partir d’'une étude statique.

Bilan des inconnues I;=4+4+5+5=18
nombre d’équations Eg=6-(3-1) =12.

Le systeme comporte 12 équations et 18 inconnues. Le degré d’hyperstaticité est m—h =Es—Ig soit h =18—-12+
1=7. Le mécanisme est fortement hyperstatique.

Une des principale cause de cet hyperstatisme est la présence des deux liaisons pivot glissant en paralléle.
Q4. Laréponse est évidente, la seule liberté commune aux deux liaisons pivots glissants est la translation.

Cor. 2, Sujet page 24

Q1. Le mécanisme ne comporte qu’'une seule mobilité, la mobilité principale qui permet a partir de la rotation
de la vis de déplacer la table : m = 1.

Nous savons que m —h =1; —E. avec E; = 6y = 6 (une seule boucle) et I = 1+ 1+ 1 = 3 (chaque liaison
ne possede qu'une seule inconnue cinématique) d’'olt 2 = 6+ 1 —3 = 4. Le mécanisme est hyperstatique d’ordre
h=4.

Q2. Schéma cinématique 3D (figure 1.19(b)). Graphe de structure (figure 1.19(a)).

- Lj :liaison pivot d’axe (B, X);

— Ly :liaison hélicoidale d’axe (B, X) ;;

- Lg :liaison pivot glissant d’axe (B, Z)
- Ly : liaison pivot glissant d’axe (B, ¥/);
- Ls : liaison glissiere de direction <;

)

(a) Graphe de structure (b) Schéma cinématique

FIGURE 1.19 — Ecrou flottant

Q3. On écrit la fermeture cinématique en B, point de concours de toutes les liaisons pivots.

oot + anad + Prasst + (B} + {Miro} = 10

0 w21 o] 0 0 0 0 0
0 0rp+< 0 0 p+qwiz3 vizp+4 O 0 p+<0 0 » =1{0}
0 0 0 0 0 w31 V31 0
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avec vp] = % w21
D’oti les 6 équations de la fermeture cinématique

p
W +wo1 =0 —w21+v190=0
02 21 2.1 21 10
w13=0 et V13 =0
w31 =0 U3, =0

Le rang du systéme est de 6 (donc & = 0) , et posséde une seule mobilité m = 1 (il faut imposer un parametre,
ici wp] pour résoudre complétement le systeme.

Cor. 3, Sujet page 25

Q1. Modélisation cinématique

Qla. Laliaison entre le vilebrequin et le carter en @ Q
B; (respectivement By) est réalisée par un roulement a
rotule sur rouleaux, ce roulement permet d’encaisser

les défauts d’alignement. On peut modéliser la liaison SN

réalisée par une liaison sphérique. Un calcul rapide montre que cette liaison est hy-
La liaison entre le carter et le vilebrequin est mo-  perstatique i = 1. La liaison équivalente est une liaison

délisée par deux liaisons sphériques. pivot d’axe (O, ]TBE)

(a) Roulement a rotule sur rouleaux (b) Graphe de structure

Q1b. Identifier les autres liaisons de la pompe a boues

- Lig : Liaison pivot d’axe (O, %),

- Log : Liaison pivot d’axe (A1, Xg),

— Ly : Liaison pivot d’axe (C1, X3),

- Ly; : Liaison pivot glissant d’axe (C1,¥5),

- Lgs : Liaison pivot d’axe (A2, Xg),

- Lsg : Liaison pivot d’axe (Cz, Xg),

- Ls; : Liaison pivot glissant d’axe (Cz, ¥0),

Qlc. Tracer le graphe de structure du mécanisme complet figure 1.20(b).
Q2. Schéma cinématique 3D du mécanisme (figure 1.20).
Q3. Le mécanisme est mobile d’ordre m = 1 (larotation du vilebrequin entraine le déplacement des deux pistons)

m—-h=1;,-E;

avec,I.=9,E,=2-6=12dou h=4.
Q4. Compte tenu de la symétrie, il faut apporter dans chaque boucle deux mobilités. Par exemple :
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FIGURE 1.20 - Corrigé schéma cinématique pompe a boues

— Remplacer les liaisons pivot en C; et A; par des liaisons sphériques
- celarajoute deux mobilités internes (rotation du piston autour de l'axe (C, Xo) et de la bielle (2) autour
de l'axe (Ai,Ai—Ct)' ) pour chaque moitié du mécanisme donc m =5,
- I=17,dot, h=5-17+12=0
- Cette modélisation revient a prendre en compte I’angle de rotulage des roulements.
- Remplacer la liaison pivot en C; par une liaison sphere cylindre en C;
- cette modélisation rajoute une mobilité interne, la rotation du piston autour de son axe donc m =3
pour le mécanisme complet,
- I=15,h=3-15+12=0
— Cette modélisation revient a prendre le rotulage dans le roulement en C; et le jeu axial de cette liaison.
— Une autre possibilité est de modéliser par une sphérique la liaison en C; et par une pivot glissant celle en
A;.

Cor. 4, Sujet page 26

Q1. le mécanismes est constitué de 4 liaisons sphériques :
Q2. A partir d’une étude statique on peut écrire :

Le \_J /1 Ly
{”%iz} = {“4%2} + {“4%2 }
1l est judicieux ici de choisir comme point de réduction le point O et la base (X2, 2, 23).

Mo, = OAA (-R-%3) = (Xo- X3+ YA 73 +Za - 23) A (-R-33)
=R-Yo-Z3-R-Zp-¥2
Mo, =OBAR-%3) = (Xp - X3 + Y- 73 + Zp - 23) A (R-33)

=-R-Yg-Z3+R-Zp 7>
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wax O

L] _ !
Ly {7/2/3} {“’Ay 0} Ay
way  0)a
(32.73,23)
wxy 0
Lo _ g2
- L {7/2/3} {‘”BJ’ 0} A3Z,
wpy 0B
(x2
wcy O
3 L3] _ L3
L - I3 {7/1/2}—{‘”@’ O} oS}
wcy 0)c
(32.¥2,23)
Ly wpy O
L2 _ a2
Ly {7/1/2} {‘”DJ’ 0 Ay
1 wpy 0Jp
(33.53.23)
(a) Graphe des liaisons (b) Torseurs
FIGURE 1.21
. XA 0 X 0
{dsjz}: Yo -R-Zy +{Ys R-zp
ZA R'YA 0 ZB —R'YB (6]
(332.73,23) (33.y3.23)
Xp +Xp 0 Xe1 0
={Ya+Yg R-(-Zp+Zp) ={Ye1 Lea
Za+Zp  R-(Ya-Ys) Jo.  |Za Ma
(%2,52,22)
On reconnait une liaison pivot d’axe (O, X2)
De la méme maniere pour la liaison équivalente entre 1 et 2
L L3 Ly
foeaf={antif+ ot}
XC +XD r- (—ZC +ZD) XeZ Ne2
=< Yc+Yp 0 =4 Ye2 0
Zc+Zp r-(Xc-Xp) Jo_ Zez  Me2
(32.y2.22)

On reconnait une liaison pivot d’axe (0, 7)

o
(

X2,¥2,%3)

[0}

(

X2,72%2)

o o

(=}

(=)

(=}

-
i
g
-

(32.73,23)

(%3.72,23)

(2.¥3.23)

(32.73,23)

Q3. Les deux liaisons équivalentes étant en série, a partir d’'une étude statique on déduit la liaison équivalente :

{esaf={on = oo}

. Xe1 0 Xe2  Nez
{32} ={Ya  La ={Ye 0 =
Zey Met)o Zez Me2)o
(%2,52,22) (%2,y2,22

Xe

Ye

Ze

0
0

Me o

X2,¥2,22)

La liaison équivalente est une liaison sphérique a doigt de centre O et d’axe (O, z3).
Q4. Onisole le solide 1 (on suppose les efforts extérieurs nuls) puis I'ensemble constitué des solides 1 et 2 ce qui

permet d’écrire les systémes :

Xc+Xp =0 Xp +Xp
Yc+Yp =0 Yo +Yp
Zo+Zp=0 ZA+ZB

r-(-Z¢+7Zp)=0 “ =

0=0 R-(- ZA+ZB)
r-(Xc-Xp)=0 R-(YpA-Yp)=

=0
=0
=0

0
0
0
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Ce systeme est constitué de Eg = 12 équations et I = 12 inconnues, le rang est au maximum de rs = 10, en
effet le systéme comporte deux équations ne comportant aucune variable de liaisons ( 0=0).

On résout rapidement une partie des équations ce qui donne YA =Yg =0,Z5 =Zg =0, Xc =Xp =0 et
Zc =Zp =0, il reste un systeme de 2 équations a 4 inconnues :

Yc+Yp=0
XA+Xg=0

On doit imposer 2 inconnues de liaison pour terminer la résolution, le degré d’hypertaticité est donc h =2
et finalement m =2 (les 2 équations supplémentaires).

Cor. 5, Sujet page 27
Q1. On modélise chaque liaison « cylindrique courte » par une liaison sphére-cylindre (linéaire annulaire) cen-
trée respectivement en A et en C d’axe (A, Z), et la liaison plane par une liaison appui plan de normale Z.

Q2. schéma cinématique sur la figure 1.22(b).
Q3. graphe des liaisons sur la figure 1.22(a).

(2) C

| [

A@
(a) Graphe de structure

(b) Schéma cinématique

FIGURE 1.22 - Correction turbine Pelton

Cor. 6, Sujet page 28

Q1. Graphe des liaisons figure 1.23.

— Lje : Liaison encastrement(par hypothése);
— Li3 : Liaison pivot d’axe (0, Z);

- Lga : Liaison pivot glissant d’axe (0',Z);

~ Lys : Liaison pivot glissant d’axe (0, 37),
- Lsg : Liaison pivot d’axe (O, y1).

(a) Graphe des liaisons (b) Liaisons

FIGURE 1.23 - Téte a polir
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Q2. Hyperstatisme
On saitque m—h=1I;—-E;, dou h=1avec
- I =6:le nombre d'inconnues cinématiques;
- E;=6-y=6:le nombre d’équations issues de I'étude cinématique (avec y =1);
- m=1 par hypothese.
Q3. torseurs cinématiques

0 0 0 0
{rant=q 0 o0 {hasb=q 0 0
Y31 0)vPe(0.3) Y43 w43 ) YPe(0"E)
(7.7 (7.4
0 0 0 0
W54} = {Bsa  vsa {Teist={Pes 0
0 0 | vpe(0,37) 0 0] vPe(0,37)
(77 (77
avec pour notation (7, i, 7) pour toute base comportant 7.
Q4. Fermeture cinématique
On choisit d’écrire la fermeture cinématique en O’ et dans la base (x1,¥1,21).
Changements de point
0 —e-ysi -cosbs 0 h-Pes
{Tsnt={ 0  —e-y3 -sinBs 15} =1 Pes 0
Y31 0 o 0 e-Pg5-sinB31 ) o
(&1 .37.21) (¥.yiz)
Equations de fermeture
0 40 40 40 +0 40 =0
0 +0 +Bsa  +Pes +0 +0 =0
31 +y43 40 +0 +0 +0 =0
¥ ¥ (1.38)
—e-yspcosfs; 40 +0 +h-Pes +0 +0 =0
—e-y31sinf3;  +0 +0 +0 +vs4 +0 =0
0 +0 +0 +e-Pe5-sinfz;  +0 +wy3 =0

Q5. Degré d’hyperstatisme

Le systéme ci-dessus comporte 6 équations et 6 inconnues, le rang est au maximum de 5 en effet la premiere
équation (0 = 0) diminue le rang de 1.

Le rang du systéme est r = 5. Pour résoudre ce systeme il faut poser 1 parametre (ici il est judicieux de

Y43 =-Yy31
. . e . |Psa  =-Pes
choisir y31) et on obtient : { Pes =—Y31c0s031 puis .
h wyz  =—e-Pps-sinds;
Usq =Y315in031

Le systéme est donc mobile d’ordre m =1 (1 parametre) et hyperstatique d’ordre h =1 (h=E; —r¢).
Q6. Modification de la liaison 3 - 4
Pour rendre le systéme isostatique, il faut ajouter une mobilité de rotation suivant X7 afin de remplacer
I'équation supplémentaire 0 = 0
On nous propose de modifier la liaison 3 - 4, rajoutons donc une mobilité, le torseur devient : {¥4,3} =
43 0
0 0 . Ce torseur ne correspond pas a une liaison normalisée mais se rapproche de la liaison
Y43 w43 ) o’
(1.37,21)
43 0
sphere-cylindre de centre O’ et d'axe (0, z7) soit: {743} =4 Pag 0
Y43 w43 )0’
(1.1.21)
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La fermeture géométrique devient :

oy3+0 +0+0 +0+0 +0+0 =0
0+P43 +0+0 +P54 +Pes +0+0 =0
0+0 +Y31 + Y43 +0+0 +0+0 =0 (139)
0+0 —e-Y31c0s031 +0 +0+ 1 -Pes +0+0 =0
0+0 —e-Yy315in031 +0 +0+0 +U54+0 =0
0+0 +0+0 +0+e-Pps - sinb3; +0+wy3 =0

Le systeme a résoudre est un systéme 6 équations et 8 inconnues, le rang est de 6, le systéme est donc
mobile d’ordre m = 2. La mobilité utile est inchangée, par contre une mobilité interne est rajoutée (équation
Ba3 +Psa + Pes = 0), la rotation propre de la piece 4 autour de 'axe (0’, 7).



CHAPITRE 2

CINETIQUE

Dans le manuel de premiere année " Sciences industrielles en PCSI " nous
avons débuté I'étude de la mécanique du solide par la cinématique du solide puis
par la statique des solides.

- Lacinématique est’étude et la caractérisation des mouvements d'un solide,

— la statique correspond a I’étude de I'équilibre statique (sans mouvement)

d’un solide soumis a des actions mécaniques extérieures.

— Ces deux études se sont appuyées sur la modélisation du mécanisme (liai-

sons).

Nous allons compléter ce cours par la dynamique du solide, c’est a dire’étude
du mouvement des solides avec leur masse et inertie soumis a des actions méca-
niques extérieures.

2.1 Masse et inertie

2.1.1 Notions d’inertie

Nous savons, par expérience, qu’il est plus « difficile » d’accélérer un camion
qu'une moto comme il est plus « difficile » de le freiner. L'inertie caractérise la ré-
sistance qu’oppose un corps par sa nature propre a une variation de mouvement.

Pour un mouvement de translation, la masse suffit pour définir cette quantité,
par contre pour un mouvement de rotation, il est nécessaire de préciser la réparti-
tion de cette masse.

La cinétique est I’étude des caractéristiques d’'inertie d'un solide.

39
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2.1.2 Masse

La masse caractérise la quantité de matiere, c’est une grandeur complétement
additive.
Soit, X, ,Z, deux systemes matériels disjoints alors :

m(Zl U Zg) =m (21) +m (22) (2.1)

avec 21 N2y # .
La masse my de 'ensemble X est définie par :

mzz/dmz/p(P)dv (2.2)
2 2

avec p(P) masse volumique au point P et dv un élément de volume.

Remarque :

— Si le systeme matériel est assimilable a un volume, on parle de masse volu-
mique p(P) au point P : dm =p(P)dv;

- Sile systeme matériel est assimilable a une surface on parle de masse surfa-
cique o(P) au pointP: dm =o(P)ds;

— Sile systeme matériel est assimilable a une ligne, on parle de masse linéique
A(P) au point P: dm = A(P)dl.

a) Conservation de la masse

On admet en mécanique classique que la masse est une grandeur indépen-
dante du temps, ainsi pour deux instants #; et #, quelconque :

mZ, ) =m(Z, ). 2.3)
On en déduit une relation importante :

d — d ——
i [ Twan| - [ |7

Pex R Pex

dm. (2.4)
R

qui permet d’inverser la dérivation par rapport au temps et I'intégration par
rapport a la masse.
2.1.3 Centre d’inertie
a) Définition

On appelle centre d’inertie du systéme matériel X, le point G défini par:

/ GPdm=0. 2.5)

PeX
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En faisant intervenir le point O, la relation devient
/ (66+08) dm=71
b

/G—O)dm+/a5dm:6>
b3 3

avec my - 0G = I8 OP dm et finalement

—> 1 —_—>
oG=— / Pdm (2.6)
my,

Pex
~ ’ . 2 ~2
Dans un repeére cartésien, on note (xg, yG, zG) les coordonnées de OG et (x, y, z)
—>
les coordonnées de OP , on peut donc écrire :

1 1 1
xcz—/x-dm, yG=—/y-dm, ZG=—/z-dm 2.7)
ms Js ms Jx ms Js

Remarques:

— Si le systéme matériel est un solide indéformable, le centre d’inertie est un
point fixe du solide;

— Si le systeme matériel posséde un élément de symétrie matérielle, plan ou
axe de symétrie, aussi bien du point de vue géométrique que du point de
vue de la répartition des masses, le centre d'inertie appartient a cet élément
de symétrie;

— Le centre d’'inertie est confondu avec centre de gravité dans le cas d'un champ
de pesanteur uniforme.

b) Centre d’'inertie d'un ensemble de corps

Un ensemble matériel £ est com-
posé de n sous-ensembles matériels X;.
A chaque sous-ensemble X; est associé sa
masse m; et son centre d’'inertie G;, alors

s 1 —
OGy=—>) m;-0G;.  (2.8)

Le centre d’'inertie d'un ensemble de
corps est le barycentre des centres d’iner-
tie.

Si les corps sont des solides indéfor-
mables immobiles les uns par rapport aux
autres, le centre d’inertie de I'ensemble

est fixe dans un repére lié a cet ensemble.  Ficure 2.1 - Centre d’inertie d'un ensemble de
corps
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c) Théoremes de Guldin

Enoncé (Centre d’inertie d’'une courbe plane) Soient (C) une courbe du plan (I1)
et (A) une droite du plan ne coupant pas (C).

Laire de la surface engendrée par la rotation de la courbe (C) autour de la droite
(A) est égal au produit de la longueur de la courbe L par le périmetre décrit par son
centre d'inertie 21 - rg.

S=2n-rg-L (2.9)

On associe a la courbe (C) une masse
linéique A constante, dm = A-dl d’ou la
masse totale de la courbe m, = A-L.

La position du centre d’inertie de la
courbe est calculée par la relation géné-
rale:

(A)

mC-O_G)z/Cﬁ’)-dm
C

ici cette relation devient :

A-L-()_G’:/@’-A-dz.
C

Apres simplification puis en ne pre-
nant que la projection suivant 7 :

L-o_G’z/aD’dz:» L-rG:/rdl
C C

FIGURE 2.2 - Théoreme de Guldin -1

Calculons maintenant la surface engendrée par la rotation de la courbe

21
S:/r-de-dlz/ de~/r-dl:2n/r-dl
0 C C

S

En substituant / r-dl =L-rg dans cette égalité on retrouve bien le résultat

i C
cherché.

Enoncé (Centre d’inertie d’'une surface plane homogene) Soient (S) une surface
du plan (I1) et (A) une droite du plan ne coupant pas (S).
Le volume engendré par la rotation de la surface plane tournant autour de l'axe
(A) est égal au produit de l'aire de la surface par la longueur du périmetre décrit par
son centre d'inertie.
V=2n-rg-S (2.10)
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On démontre cette égalité comme la
précédente. On associe a (S) une masse
surfacique dm = o -ds constante et mg =
ag-S.

Par définition :

ms-(Y})=/(ﬁ5- dm
S

S-O—G):/(is-ds
S

. . . . —>
soit en projection suivant r

S~rG:/r~ds
S

Le volume engendré par la rotation de
la surface (S) s’écrit :

(A)

FIGURE 2.3 — Théoreme de Guldin - 2

21
V:/r-de-ds:/ de-/r-ds=2n/r-ds
0 S S

v

d’ou1 la relation cherchée :

V=2n-rg-S.

Remarque : 'utilisation des théorémes de Guldin permet de simplifier le cal-
cul de position du centre d’inertie dans la mesure ol1 I’'on connait les caractéris-

tiques du volume et de la surface balayée.

2.2 Moments d’inertie

La masse ne suffit pour caractériser
I'inertie que dans le cas d’'un mouvement
de translation. Pour un mouvement de ro-
tation ou un mouvement plus complexe,
il faut prendre en compte la répartition
de cette masse sur le solide. Les moments
et produits d’inertie caractérisent cette ré-
partition.

2.2.1 Moment d’inertie par rapport
aun point

On appelle moment d’inertie du so-
lide S par rapport a un point A la quantité

e
=l

N
Z

FIGURE 2.4 — Moment d’inertie par rapport a une
droite
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positive :
IA(S) = /1@)2 dm(kg-mz)
S

2.2.2 Moment d’inertie par rapport a une droite

On appelle moment d’inertie du solide S par rapport a une droite (A) la quan-
tité positive
IA(S):/(S AAB)” dm (kg-m?) 2.11)
S

En faisant intervenir le point H, projection de P sur la droite (A) on déduit :
Ip(S) = /ﬁ)’z dm = /dﬁ- dm (2.12)
S S

avec dp distance du point P a la droite(A).
Le moment d’inertie par rapport a une droite est le méme en tout point de la
droite.

2.2.3 Rayon de giration

Le moment d’inertie étant homogene au produit d'une masse par une distance
au carré, il est toujours possible d’écrire le moment d’inertie autour d'un axe d'un
solide quelconque sous la forme :

_ 2
I=M-Ry

avec M la masse du solide et Rg le rayon de giration.

Le rayon de giration précise la répartition des masses autour de I’axe considéré
ainsi les trois solides de la figure 2.5 ont le méme moment d’inertie par rapport a
I’axe de rotation alors que les masses sont dans un rapport dans un rapportde 1 a
7.

2.2.4 Moments d’inertie dans un repére cartésien
Soit un repere R (O, X, 7y, Z ), un point P de coordonnées x, y, z dans R.

Moment d’inertie du solide S par rapport au point O

Io(S) = / OP? dm soit
S

= / (x2 +y2+ zz) dm (2.13)
S

danslerepere (0,X,y,Z).
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H; = 2Ry, R,=2-R;, Hp = %-Rl, Rext =2-Ri1, Rint = 1.68-Ry,
m mo = 0,25 my H3=1-Ry, my~0,15-m

FIGURE 2.5 — Rayon de giration

Moment d’inertie du solide S par rapport a I'axe (O, X)

—\2
I(O,Y)(S):/(?C)/\ P) dm:/(f/\(x'7+J/'7+Z-7))2-dm
S S
I(O’?)(S):/ (" +25 - dm (2.14)
S

Finalement on peut écrire :

low) = /s (y* +2%)- dm, moment d’inertie du solide par rapport a (O, X);
lo,7) = /s (2% + x*)- dm , moment d’inertie du solide par rapport a (O, ¥);

loz) = / (x* +y?)- dm, moment d’inertie du solide par rapport a (O, Z).
S
Par extension on définit aussi :

lozy) = /s z*- dm, moment d’inertie du solide par rapport au plan (O, X, 7);

loy2) = /s x*+ dm , moment d’inertie du solide par rapport au plan (0, ¥, Z);

loz® = / y*- dm , moment d’inertie du solide par rapport au plan (0,Z,2).
S

2.2.5 Relations entre les moments d’inertie

1
~ lo=lozy *loyz) *loz® =3 (I(o,%’) +lo7)+ I(o,z’))
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- Lo, » =lozy) tloz®
~ Loy =loxy) o7z
- loz =loz® +loy2)

2.2.6 Théoreme de Huygens

Soit un solide S de centre d’inertie G et de masse m (figure 2.6).
— (A1), une droite passant par A de vecteur unitaire g;

— (Ap), une droite paralléle passant par G;

— d, la distance entre les deux droites.

On note :

a3)=
- I(G, 5’) = / (_6) A @)2 dm, le moment d’inertie par rapport a (Ay)

S
H la projection du point P du solide S sur (A;)

K la projection sur (Ay).

—> —> 2
( O A AP) dm , le moment d’inertie par rapport a (A1)
S

™y

FIGURE 2.6 — Théoreme de Huygens

Nous savons queI(A,g):/S(S /\AP) dmz/SHP dm
:/(Ii@ﬁ)z dm soit
S

{5 = R dm e [ 20K dm o+ | K8 dm

(A’S) S S S

En faisant intervenir le point K : I ( A 5»)

. . 2 2
Le premier terme s’écrit : / HK“dm=m-d
S
- PN —32
On reconnait le troisieme : [ KP“dm = I( G 5»]
S ,
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Il ne reste plus qu’a déterminer le dernier : / 2HK -KP dm = 2HK - / KPdm
S S
en faisant intervenir le centre d’'inertie G

/zﬁﬁdm:z.ma/m@dm
S S
=2-ﬁf<’-/1€édm+2~ﬁf<’~/é§dm
S S
parconstruction:ﬁLI@:Z-Iﬁ(’-/K_G’dmzo
S

par définition du centre d’inertie : / GPdm=0
S

Finalement, on déduit la relation : I( A 5») = I( G 3’) +m-d>.

Enoncé (Théoréeme de Huygens) Le moment d’inertie d'un solide par rapport d un
axe (A, g) est égal au moment d’inertie par rapport a l'axe (G, g) , parallele et pas-
sant par le centre d’inertie du solide, augmenté du produit de la masse du solide par
le carré de la distance séparant les deux axes.

I(Ay—») = I(G)g) +m-d? (2.15)

Enoncé (Corollaire) De tous les axes paralleles a une direction donnée, celui par
rapport auquel le moment d’inertie est minimum est l'axe passant par G.

a) Relation entre les moments d’inertie par rapport a deux droites paralléles

On se propose de déterminer une relation entre les moments d’inertie par rap-
port a deux droites paralleles quelconques I( A S’) (S) et I(B S’] (S) d’'un solide S (fi-

gure 2.7).

I(AY 3) S)+m-di

I(B,

)&=

oy

G

](S) = I(Gyg) S)y+m- dé

oy

D’ou la relation entre les moments d’inertie

I(A’g) S) —I(B,g) S)=m-d;—m-dj (2.16)

avec dy et dp respectivement distance entre les droites Aa, Ap et Ag.
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FIGURE 2.7 — Relation entre les moments d’'inertie

2.2.7 Produits d’inertie

Les produits d’inertie caractérisent I’absence de symétrie dans la répartition
des masses.

La détermination des produits d’inertie sera déduite du calcul de I'opérateur
d’inertie dans le chapitre suivant.

2.3 Opérateur d’'inertie

2.3.1 Opérateur d’inertie en un point

Lopérateur d’'inertie permet de synthétiser I'ensemble des caractéristiques d’iner-

tie d'un solide. Cet opérateur est une fonction linéaire et peut étre représenté par
une matrice.

a) Définition

On appelle opérateur d’inertie .#5(S) au point O d'un solide S I'opérateur qui
a tout vecteur 7 del'espace associe le vecteur

fo(S)-a’z/Pes (@’A(ﬂ/\@’))dm 2.17)

b) Matrice d’inertie

soit
- (0,%,7,7%Z), unrepere, et (75,_’1/ , Z) une base;
: : — — —
— P,un pointdusolide S, avecOP=x-x+y-y+z- z;
— — — —
- U=ua-X+P -y +Y-Z,unvecteur.
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Déterminons @ A (?[ A @)

(ﬁ))/\(ﬂ’/\(ﬁ;):
(x-X+y-V+z2-Z)A((a- X+Pp- YV +Y-Z)A(x-X+y - Y+2-Z)) =
(+a-(y2+z2) —B-x-y -Y'xz )75
+(—a-x-y +B- (2 +x*) -y-yz )7
+(—(x-x-z -B-y-z +y- (2 +y7) )7
En intégrant sur le solide S :
/(ﬁ’)/\(ﬁ’/\(ﬁ;)-dm:
PeS
(+a-/(y2+zz)-dm —B-/x-y-dm —y-/x-z-dm )7
PeS PeS PeS
+(—a-/x-y~dm +B'/(zz+x2)~dm —Y'/y'z-dm )7
Pes Pes Pes
+(—(x-/x-z-dm —[3~/y-z-dm +y-/(x2+y2)-dm )7
PeS PeS PeS
On peut mettre ce résultat sous la forme du produit d’'une matrice et du vecteur
I
+/(y2+zz)-dm —/x~y-dm —/x'z-dm «
Pes Pes Pes
J00)- T = —/x-y'dm +/(zz+x2)-dm —/y'z‘dm 1B 218
PeS PeS PeS
—/x-z-dm —/y-z-dm +/(x2+y2) dm| |y
PeS PeS PeS

Cette matrice est caractéristique de la répartition de la matiere d'un solide au-
tour d’un point (ici O) et dans une base donnée (¥, , Z ).

On peut pour chaque solide définir une matrice d’inertie.

Par convention, on pose

- A —-F -E . I(O,Y) —ny —sz
So8)=|-F B -D ouSo(S)=[-Pxy Ilo7) —Pyz
-E -D C o Py -Py: I,

O

(%.7.2)
On reconnait sur la diagonale de la matrice

=l
<l|
al
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A=Ipz)= / (y2 + z2) - dm, le moment d’inertie du solide S autour de'axe (O, X) ;
B=Io) = / (22 + xz) - dm, le moment d’inertie du solide S autour del'axe (O, ¥/) ;

C=Ipz) = / (x* +y*) - dm,le moment d’inertie du solide S autour de I'axe (O, Z).
PeS
Par convention on pose

F=Pyy = / x-y- dm, le produit d’inertie par rapport plan (O, X, ¥);
PeS

E=P,,= / x-z- dm, le produit d’inertie par rapport plan (0, ¥, Z);
PeS

D=P,, = / ¥z dm, le produit d’inertie par rapport plan (0, ¥, Z).
PeS
Remarques :
— Une matrice d’'inertie dépend de la base et du point de calcul, il est donc

important de préciser ces données;
— La matrice d’inertie est une matrice symétrique;
— On nomme aussi cette matrice tenseur d’inertie.

c) Détermination du moment d’inertie par rapport a un axe quelconque

R
Par définition le moment d’inertie autour de I'axe A = (O, 5) s’écrit

15 (S) = /PES (S’A(ﬁ)’)z dm.

Décomposons le calcul du moment d’inertie

)= [ (§708) am= [ (§n0F):(3nP) dm

Le terme sous l'intégrale peut étre considéré comme le produit mixte des vec-
- — —>
teurs u, v etw

T(TAD) = (7,7, 0)
avecﬁzg,Vzﬁ)etﬂz’z(gA@).

En permutant les termes du produit mixte on ne change pas le résultat :
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soit ici
—>

3/\@’-(3/\@) :opA(g/\(ﬁD’)-g
Le moment d’inertie s’écrit donc :

6= 8- | (0FA(540F)) am

On reconnait, sous 'intégrale, 'opérateur d’inertie au point O du solide S.
Pour déterminer le moment d’inertie du solide S autour de I'axe A , il suffit

— —
d’effectuer le produit scalaire du vecteur unitaire 8 avec .$o(8)- 0.

IA(S)= b - (fo(S) : _6’) 2.19)
A -F -E
Sionposefo(S)z(—F B —D) etgz(a,ﬁ,y)danslabase%alors
E -D CJ,
B
A -F -E «
IA(S):(a,ﬁ,y)-(—F B —D) B (2.20)
-E -D CJo |y
B

d) Changement de point, théoréeme de Huygens généralisé

Soit B la base (75, 7, 7). On recherche la relation entre la matrice d’inertie en
A du solide S et la matrice d’inertie en G le centre d’inertie du solide.
Par définition, I'opérateur d’inertie du solide S au point A dansla base B s’écrit :

JA(S)-TIZ/

- (HS A (TZ /\A_P))) dm

De méme 'opérateur d’inertie du solide S au point G dans la base B s’écrit :

JG(S)-l_f:/

- (Cﬁ;/\ (TZ/\ @)) dm

En décomposant le premier :

jA(S)'7=/

- ((A_G>+@)) A (?l/\ (A_G)+(ﬁ5))) dm

puis en développant

707 = | (AGA (7 nAG) ame [ (R A (T AGE))dm
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Les deuxiémes et troisiemes termes de cette somme sont nuls (par définition
— —
du centre d’inertie [,,GPdm=0):

I ))dm=RGn(@n |
PeS PeS

| (6B (@ niC))am=( | GBam|n(7n5G)=T.
L'égalité devient :

JA(S)-U=/

PeS

&l
2l

/\(TZ/\ Ef’dmjzﬁ)

5l

(EA(E’AE)) dm+/

oo (@/\ (ﬁ’/\@)) dm

On reconnait dans le second terme I'opérateur d’'inertie en G :

fG(S)-ﬁ=/

- ((ﬁ/f A (I[/\ G—M))) dm.

Il reste a déterminer le premier terme :

Les termes sous l'intégrale ne dépendent pas de la masse (variable d’intégra-
tion)

| (AGA (i nAC)) dm = m (36 a7 15|

D’otl1 le théoreme de Huygens généralisé

JA(S)-ﬂzﬂc(S)-ﬁ+m(A_G’/\(ﬂmﬁ)) 2.21)
Déterminons A_G) A (ﬂ A A_G)) en fonction des coordonnées des deux vecteurs

U =(o,B,Y) et AG = (a, b, ¢).

Un calcul analogue a déja été réalisé lors de la détermination de la matrice d’iner-
tie page 49, d’ou dans labase (¥,7y,7Z):

’+c¢¢> -a-b -a-c a
AG/\(TI/\AG): -a-b a*+c® -b-c || P
Y

—a-¢ -b-c a*+Db?

b’+c¢> -a-b -a-c «
IAS) - U=558)-Uu+m-| —a-b a*+c*> -b-c|-| P (2.22)
-a-c -b-c a*+b? Y

On pose pour les matrices d’inertieen A et G :
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Apn  —Fa -Ea Ac -Fc -Eg
IaS)=[-Fa Ba -Da et S() =|-Fc Bg -Dg
—Epx -Da  Ca Ja -Eg -Dg GCg /g

(F75.7) (*7.7)

On déduit, dans la base (75, 7, ?), la relation entre ces matrices :

Ap  -Fpn  -Ep Ag -Fg -Eg P+ -ab -a-c
—Fa Ba -Da| =|-Fg Bg -Dg| +m-| —a-b (l2+02 -b-c
A G

—Ep, -Da Ca -Eg -Dg Cg —a-c  -b-c a’+b?

avec
Ar=Ac+m-(b*+c*) Dpy=Dg+m-b-c
Ba=Bg+m-(a*+c*) Eax=Eg+m-a-c (2.23)
Ca=Cg+m-(a®+b*) Fa=Fg+m-a-b

On retrouve sur la diagonale le théoréme de Huygens pour chacun des axes du
repere.

e) Changement de base

Connaissant la matrice d’inertie du solide S en un point A dans la base By, on
se propose de déterminer cette matrice en ce méme point dans la base B,.

Remarque : nous rappelons ici uniquement les principes, pour le reste reportez-
vous a un cours de mathématiques.

Matrice de Passage: On appelle Pg, p,, la matrice de passage de la base B; a la
base B, cette matrice est constituée en colonnes des coordonnées des vec-
teurs de la nouvelle base B, écrits dans la base d’origine B;. On 'appelle
aussi matrice de changement de base, cette matrice est une matrice inver-
sible.

Changements de base : Soit .#5(S)g, et #5(S), les matrices d’inertie d'un solide
Srespectivement dans la base B etla base By, et Pg, p, la matrice de passage
de la base B; ala base By, on a alors :

In(S)p, =Pg5, - Fa(S)g, P, 8,

Avec Pgll p, la matrice inverse de Pg, g,

2.3.2 Propriétés et directions principales de la matrice d’inertie

La matrice d’inertie est une matrice symétrique, une simple étude mathéma-
tique de la matrice d’inertie nous permet de dire que :

— Les valeurs propres de la matrice sont réelles;

— Il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice est diagonale.
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a) Axes principaux d’inertie, base principale d’inertie

Il existe pour tout point A une base orthogonale de vecteurs propres %' =

—_ — —

(x’ V.2 ) Dans cette base la matrice d’inertie du solide S au point A est une ma-
trice diagonale :

A0 0
FaS)=10 B 0 )
0 0 CJ,u

R
Cette base est appelée base principale d’'inertie au point A. Les axes (A, x' ) ,

(A, )—/7) et (A, _z—7) sont les axes principaux d’inertie et A, B’ et C’ les moments prin-
cipaux d’inertie.
Remarques :
— Pourtous les solides présentant des symétries dans la répartition des masses,
il est facile de déterminer les axes principaux en s’appuyant sur ces symé-
tries.
— Sile point d’écriture est le centre d’inertie, on parle alors de base centrale et
de moments centraux d’inertie;
— Les moments centraux d’inertie sont minima.
Nous allons vérifier que les particularités géométriques dans la répartition des
masses (symétrie, axe de révolution) se retrouvent dans la forme de la matrice
d’inertie.

Solide avec un plan de symétrie Lorsque le solide posséde un plan de symétrie,
les produits d’'inertie comportant la normale au plan de symétrie sont nuls.

Le solide S de la figure 2.8 posséde un plan de symétrie (0, X, y) , I'axe (O, Z)
est normal a ce plan. Il semble judicieux ici de déterminer la matrice d’inertie de
ce solide en un point du plan de symétrie.

Déterminons les produits d’inertie, Py, et P, dans le repere (O, x, 7, 7).

E:szz/x-z-dmetD:Pyz:/y-z-dm
PeS PeS

En décomposant I'intégration sur les deux demi-solides symétriques S; et S, :

Eszz:/x-z-dm+/x-z-dm

PeS; PeS,

Le plan (O, X, ¥) est plan de symétrie. On effectue le changement de variable
z — —z pour calculer la deuxieme intégrale. Compte tenu du plan de symétrie, les



2.3 Opérateur d’inertie 55

.
A Z
- X
y
Py
z
By

FIGURE 2.8 — Solide avec 1 plan de symétrie

bornes d’'intégration changentPe S, - PeS; d'oui:

/x-z-dmz—/x-z-dm:E=sz:0

PeS, PeS,

On constate donc que E = 0 et on démontre de méme D = 0.
La matrice d’inertie du solide S au point O dans labase 8= (X,y,z) avec Z
la normale au plan de symétrie,devient :

Iox Pxy O
F08)=|Pxy oy O (2.24)
0 0 IOz 0,2

Sile solide possede un plan de symétrie, alors la matrice d’inertie, écrite en un
pointde ce plan et dans une base dont un vecteur est la normale au plan, comporte
deux produits d’inertie nuls. Les deux produits d’inertie nuls sont ceux contenant
la normale au plan.

Solide avec deux plans de symétrie Siun solide posséde deux plans de symétrie,
en choisissant d’écrire la matrice d’'inertie en un point O de la droite d’intersec-
tion des deux plans et dans une base 2 respectant cette symétrie, alors les trois
produits d’inerties sont nuls.

P IOx 0 0
FolS)=| 0 Ioy O (2.25)
0 0 IOz 0,%
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FIGURE 2.9 — Solide avec 2 plans de symétrie

Solide avec une symétrie de révolution Sil'axe (O, Z) est un axe de révolution
matérielle, le solide possede alors une infinité de plan de symétrie orthogonaux.
Les produits d’inertie sont donc tous nuls et la matrice est diagonale dans toute
base contenant I’axe de révolution et en tout point de cet axe.

FIGURE 2.10 - Solide de révolution

Compte tenu de la symétrie de révolution les moments d’inertie par rapport
aux (O, X) et (O, ¥) sont égaux.

A:/(y2+z2)-dm=3:/(x2+z2)-dm

PeS PeS

C:/(x2+y2)~dm=2-A—2-/z2-dm

PeS PeS
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La matrice d'un solide de révolution exprimée en un point O de son axe de
révolution et dans une base respectant cette symétrie s’écrit :

A0 O
S8 =0 A 0
0 0 Clog

Solide plan d’épaisseur négligeable On se place sur un point O du plan avec
(O, Z) la normale au plan. L'intégration suivant la direction de la normale au plan
est nulle (les bornes d’intégration sont nulles) d’oti:

FIGURE 2.11 - Solide d’épaisseur négligeable

A:/ y +z2dm= y*dm B:/ ¥’ +z2dm= x*dm
PeS PeS PeS PeS
c=/ x> +y?dm=A+B

PeS

D=/ y-z-dm=0 E=/ x-z-dm=0
PeS PeS

Finalement la matrice s’écrit en un point O du plan et dans une base %8 conte-
nant la normale a celui-ci :

FoS)=|-F B 0

Disque plan d’épaisseur négligeable Pour un disque plan, en O centre du disque
et dans une base 23 telle que Z est la normale au plan

A0 0
o8 =0 A o0
0 0 2:A)o,
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2.4 Exercices

Exercice 7- Quart de disque Corrigé page 61
Adapté du Concours National DEUG - CCP

Soit une plaque (P) en forme d’'un quart
de disque de rayon a et d’épaisseur négli-

—
geable devant le rayon a. On note p la masse 4 Yo
surfacique du matériau constituant la plaque

(P).

Le référentiel terrestre %, est considéré
comme galiléen; il est rapporté au repére
(0, %0, ¥0, 20)-

Q1. Déterminer la masse M de la plaque (P) —

en fonction de p et a. 5 -

Q2. Déterminer 'opérateur d’inertie %o (P)
dela plaque (P) au point O dans (O, )76, J7(;) ?()) FIGURE 2.12 - Quart de disque
en fonction de M et a.

Q3. Déterminer les axes principaux d’inertie de la plaque (P), préciser les vecteurs
de la base principale.

Q4. En déduire les moments d’inertie principaux J;, J» et J3 de la plaque (P) au
point O en fonction de M et a.

Exercice 8- Hélice tripale Corrigé page 62
Soit I'hélice tripale définie sur la figure 2.13.

Q1. Montrez que la matrice d’inertie de trois masses ponctuelles régulierement
réparties sur un cercle de rayon R est diagonale.

a; =R-cos(0) ang'cos(GJr%“) a3=R~cos(6—%“)
Py =|b;=R-sin(@®) |,P,=| by =R-sin(0+2) | etP3=| b3 =R-sin(6 - )
1 =2 Cr=2 C3 =2

Q2. En déduire que la matrice d’inertie d'une hélice tripale est diagonale en tout
point de I'axe.

Exercice 9- Volant d’inertie Corrigé page 62
Un volant d’inertie en acier (7800 kg/ m?) est constitué :

— d’une couronne circulaire a base carrée (coté 2c) et de rayon extérieur R, =
10-c,

— d’'un moyeu central de rayon R, = ¢ de hauteur 2c,

— de trois bras a 120° de section carrée (coté c).
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(a) Hélice (b) Masses ponctuelles réparties

FIGURE 2.13 — Hélice tripale

Q1. Déterminer la masse du volant d’inertie
en fonction de ¢

Q2. Déterminer le moment d’inertie du vo-
lant autour de I'axe de rotation en fonction
de c.

Nota : les bras seront modélisés par des
parallélépipedes tangents a la couronne et
au moyeu.

Q3.A.N.c=5cm

Q4. Déterminer la masse du disque d’épais-
seur 2¢ ayant le méme moment d’inertie.
Conclure.

FIGURE 2.14 — Volant d’inertie

Exercice 10- Sphéricone Corrigé page 64
On obtient un sphéricone (figure 2.15) a partir d'un double - cone de 90° d’angle
au sommet coupé en deux par un plan passant par I’axe puis recollé apres une ro-
tation de 90°.
On se propose de déterminer les caractéristiques cinétiques du sphéricone et
de les comparer a celle du double-céne.
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o

(a) double cone (b) découpe et rotation de 90° (c) sphéricone

FIGURE 2.15 — Du double cone au sphéricone

Le sphéricone peut se décomposer en 4 demi - cones de rayon R et de demi -
angle au sommet 45°

Q1. Déterminer par des considérations géométriques la position du centre d’iner-
tie G et la forme de la matrice d’inertie du sphéricone en G (préciser la base).

Q2. Précisez la forme de la matrice d’inertie d'un demi - cone en O dans la base.
Q3. En déduire celle du sphéricone.

Q4. Déterminez la matrice d’inertie du demi-coéne en ne calculant que les termes
utiles pour la matrice du sphéricone puis celle du celle du sphéricone. Ecrire cette
matrice en fonction de M., la masse du double cone.

FIGURE 2.16 — Paramétrage du sphéricone
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2.4.1 Corrigés
Cor. 7, Sujet page 58

QLM=2.42.p
Q2. Lépaisseur est négligeable, donc les deux produits d’inertie contenant z sont nuls.

Jx = —=Pxy O
SHo(p) = (_ny Iy 0)
0 0 Jz)o
(%9.76:20)

Avec

]xz/T(yzﬁ—zz) dm, ]y=/r(x2+z2) dm, Jz=/r(x2+y2) dm et ny=/rx~ydm

I'épaisseur étant négligeable (z = 0)

]x=/y2dm , Iy:/xzdm et ]z:/x2+y2dm:]x+]y
T JT JT
On se place en coordonnées polaires

O<sr=<a

=r-cosf
. avecdm = p-r-dodr et
y=r-sin®

0595
2

I
' 'z a4 !
1x=/y2dm:/ / r2.sin2@-p-r-dodr = p- 0 =M.
T o Jo 16

' 3 qa n-a* a?
]y:/xzdm:/ / r2~C0526-p4r-der:p~ =M-— =]y
T o Jo 16 4

2

Je=letly=M- =

2
- "5 ra ; at a2

ny:/x-ydm:/ / r -sine-cose-p-r-dedr:p-?:M-z—

JT Jo Jo T
Q3. Le plan perpendiculaire au plan ((0, X3, yg) passant par la droite (O, X7) avec (X, X1) = 45° est plan de symé-
trie du quart de disque, dans la base (x1,¥1,z1), la matrice d’inertie est diagonale, les axes, X7, J] et Zj sont les
axes principaux d’inertie.
Q4. Pour calculer les coefficients de la matrice d’inertie dans la base principale, il suffit soit de faire un change-
ment de base, soit de déterminer chaque moment d’inertie par rapport aux axes de la nouvelle base. Nous savons
que:

n=F(FoM-&) =7 (Fom -7

—

Js =25 (FoM-2) =1

d’out

1 1




62 2 Cinétique

Cor. 8, Sujet page 58
QL

A partir du théoréme de Huyggens on cherche la matrice d’inertie de ces trois masses ponctuelles en O,
pour Pp, la matrice s’écrit :

b%+c% —-ai-by -—a1-c
FoP1)=m-|—a1 b a% + cf —by-c1| doulamatrice del’ensemble X des trois masses.
—ay-C1 7b1-cl a%er% o)
B
As  Fsz  Ey

Fo(X)=m-|Fgx By Dy| avec
Ex Dsx C):(B)

Ay = (b% + cf) + (b% + cg) + (b% + c%) By = (af + cf) + (a% + c%] + (ag + c§)
Cs = (af + b%) + (a% + bg) + (a§ + bg) Dy = (=by-c1)+(=b2-c2) + (=b3 - ¢3)
Ex =(-ay-c1)+(—az-c2)+(—az-c3) Fy =(—ay-by)+ (—az - bo) + (—as - b3)

1l faut que les produits d’inertie soient nuls pour que la matrice soit diagonale.

Dy =(=b1-c1)+(=b2-c2) +(~b3-c3)

:(—R~sin(6)-z)+(—R~sin(6+ 2%)~z)+

—R-sin(@—z—n]-z)
3

=-R-z (sin 0) + (? cos(0) — % sin(G)) + (7§ cos(0) — % sin(G)))

=0

On montre de méme que Ex =0 et Fx = 0. La matrice d’inertie des trois masses est donc diagonale.
Q2. 11 est donc évident, a partir du résultat précédent que la matrice d’inertie de I'hélice tripale est diagonale. En

effet, il est toujours possible pour chaque point P1 appartenant a la pale 1 pale d’associer les points P, et P3 des
pales 2 et 3 respectant les conditions du calcul précédent.

Ce résultat se généralise a toute hélice de n pales identiques réparties réguliérement.

Cor. 9, Sujet page 58

On pose (O, ¥) I'axe de rotation du moyeu et rho la masse volumique.
Q1. Masse voir plus bas
Q2. Moment d’inertie Le volant d’inertie se décompose en 5 volumes élémentaires.
- le moyeu
- Masse:Mmoy:ZT[-R%chp:2n~c‘3-pA

1
- Moment d’inertie, le moyeu est cylindrique, donc [(g 3 (moy) = EM moy ¢ soit

Lo, =) (moy) = JI-p-c5

— la couronne

11 est plus facile pour les calculs de considérer la couronne comme un cylindre de rayon R, auquel on
soustrait un cylindre de méme axe de rayon R — 2 ¢ et d’épaisseur 2¢
— Masse M¢oy = Mcylexr _Mcyl,-m = 2n~R§ cc-p=2m-(Re —2~c)2 +C+p soit M¢oy = 721'[-p~c3
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- Moment d’inertie

Lo, =) (cow) =Tg 7y (cylexs) — (o, ) (cyling) avec
_1 2 _ 2
I(O,Y)(CyIEXt) - EMC}’lext "R =50- MC}’lext -C
le moment d’inertie du cylindre extérieur de rayon Re = 10c
I(O,?)(cylext) = 50~JTp(10~C)2 2.cc?= 10000~1‘rp~c5
1 2 2
Lo, ) (cylingd = EMCJ’lint “(Re=2¢)"=32-M¢yjjne-C
le moment d’inertie du cylindre intérieur de rayon R —2- ¢ =8¢
Lo, 2)(cyling) =32 -1p(8- 0?2-c-?= 4096-mp - ®
Lo,y (cou) =5904 -mp - e
- les 3 bras
Chagque bras est modélisé par un parallélépipede (on néglige les raccords entre le moyeu et le bras et la

couronne) de dimension (c,7c,c),a chaque bras, on associe un repére local, (O,JTx,JTx,z_;c) Y121 pour le
bras Bj.

—

z1

=

—
X

c
On sait que le moment d’inertie autour d’un axe (G, X) passant par le centre d’inertie d'un parallélé-
pipeéde (a, b, c¢) s’écrit Ig ) (para) =M

(70)% + ¢2
Iig,7)(B1) =Mp, 1 =50'MB102 avec Mg, = 7-p-c3

1z soit ici pour le bras By, compte tenu des dimensions

11 reste a déplacer ce moment autour de I'axe (O, ¥) en utilisant le théoréme de Huygens I;g 7)(B1) =
I, 7)(B1) + Mg, d? avec d = 4,5¢ la distance entre les axes (G, ®) et (O, X).

Lo, 7)B1) =50-Mg, ¢? + Mg, (4,50)* =50-7-p-c® +7-p(4,5)? - > =370,25-p-c°

Finalement
— Masse du volant My,; = Mmoy + Mcou +3-Mp, :2nvp~03 +72n~p-03 +21-p~c3

My, = (74m+21)-p-c®
- Moment d’inertie du volant I\ = (Vol) =1 z)(moy) + 1o 7 (cow) +3 -1 z)(bras)

Lo, 7)(Vol) = m-p- ¢ +5904 - mp- ¢ +3-370,25-p- ¢ = (5905 7+ 1110,75) -p - >
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Q3.AN.
- Masse du volant My,; = (74n+21)-p- 3 ~247kg
- Moment d’inertie du volant [ 3 (Vol) = (59057 +1110,75) -p - ¢® ~ 47,2 kgm?

Q4. Le cylindre de méme inertie est tel que I (g 2 (Vol) = %Mcyl 'Riyl avec M,y =2m-c- R%yl ce qui donne

- pourlerayonR.); =~ 0,44 m,

- pour lamasse M, =483 kg

On constate que pour un encombrement quasi identique (on passe de Re = 50 cm a R¢,; = 44 cm) la masse
est presque doublée. Le moment d’inertie d'un solide est d’autant plus important que la masse est éloignée de

I'axe.
Cor. 10, Sujet page 59

Q1. Le centre d’inertie du sphéricone est le méme que celui du double cone. Le sphéricone posséde deux plans
de symétrie, la matrice est donc diagonale.

Q2. Le demi—cone défini sur la figure 2.17(a) ne posséde qu'un seul plan de symétrie, le plan [?, G, Z). Lamatrice
en a donc la forme suivante pour le demi-céne compris dans le quadrant y >0, z>0:

Ay 0 0

( 0 By —Dl)
0 -Dy Ci Jg

(77.2)

(a) demi-cone (b) double demi-cone (c) sphéricone

FIGURE 2.17 — Eléments du sphéricone

Q3. En déduire celle du sphéricone. Le demi-cone symétrique par rapport au plan (¥,G, Z) est obtenu en effec-
tuant le changement de variable z — —z dans le calcul des coefficients du premier demi-cone.

Les trois coefficients de la diagonale sont inchangés (terme en z2 ) par contre le produit d’inertie change de
signe (terme en z). La matrice du demi-cone compris dans le quadrant y > 0, z < 0 s’écrit :

Aq 0 0
0 By D
0 Dy CiJe
(¥.7.7)
On obtient la matrice d’'inertie du double demi—cone () en sommant les deux matrices :
2-A; 0 0
0 2-B; 0
0 0 2-Ci)a
(¥.7.7)

Le double demi-cone posséde deux plans de symétrie, la matrice est diagonale.
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Lautre double demi-cone s'obtient par une rotation de 90° autour de l'axe (G, ¥) et une symétrie par rap-

— — . y . ye . . — —

port au plan (x ,8 2 ), la matrice s’obtient donc en permutant les moments d’inertie suivant les (G, X) et (G, Z)

pour la rotation, la symétrie ne modifiant pas les coefficients de la diagonale, on obtient finalement pour la ma-
trice d’inertie du sphéricone :

2-A 0 0 2-C 0 0

JG(SC)—( 0 2-By 0 +| O 2-By 0
0 0 2-Ci)a 0 0 Arl)e
77 (F7.7)
2:-A1+2:-C 0 0
2( 0 4-B; 0 )
0 0 2-A1+2:-C1)c
X,7.7)

Q4. Seuls les trois moments d’inertie du demi-céne doivent étre calculés.
Al = / y2+zzdm, By = / x2+zzdm, C = / x2+y2dm
%CO"@ %cone %cone
11 est préférable, compte tenu de la symétrie de révolution, de calculer les moments d’inertie en coordon-
nées polaires, a partir du paramétrage de la figure 2.16.

x=r-cos0

coordonnées polaires: { y=r-sin@

z=2z
élément de masse: dm=p-rd0-dr-dz
0<O=sm
bornes d’intégration : O<z=<havech=R et R(z)=R-zrayondudemi-cone pour la cote z.
0=<r=R(2)

Les variables d’intégration ne sont pas indépendantes, il est obligatoire d’intégrer suivant r avant z.

on écrit donc :
R pR-z /@
A= / y2+z2dm:// /(r2~sin2(6)+z2)p-rvd6~dr-dz
o Jo 0

1

icone
R-z
B = / X2 +z%dm= // / -COoS 9)+z)p.r~d6-dr.dz
fcone
R rR-z pm
C = / x2+y2dm:// /rzp-r~d9~dr-dz
o Jo 0
%cone

Détermination de Aj :

R-z
Ay = // / -sin 9)+z)p~r~d6-dr~dz

R-z 1 R 1
A1=/ / (r~z2n+—~r3)p~d9~dr-dz=p~n/ —.Z2R-2%+- R-2"dz
o Jo 2 0 2 8

finalement
A= L. an5 deméme Bj= —vp~n~R5 et Clzi~p~n~R5.
24 24 20
2-A1+2-C 0 0
J(;(Sc):( 0 4-B 0 )
0 0 2-A1+2-C1J)c
(F7.7)
%~p~n~R5 0 0
:( 0 %~p‘n‘R5 0
0 0 %-p-n-R5 G

(x.7.,2)



66 2 Cinétique

La masse du double cone est
g ‘R pR-z pr2n 2
Mc=2- / dm:Z-/ / / p-r-d()-dr-dzzfp-n-R3
. Jo JoJo 3
cone

d’out

M -R? 0 0
9GS0 = 0 1M -R? 0
G

11 2
0 0 MR

(x.7.7)

2.5 Torseur cinétique

2.5.1 Définition

Le torseur cinétique est le torseur des quantités de mouvement d’'un systéme
matériel E dans son mouvement par rapport au repeére R.

N —
PE/R =/ Vp/r-dm
PeE

= (2.26)
OAE/R =/ AP AVp/r-dm
PeE

{%E/R} =

—
— Vp/p : Vitesse du point P du systeme matériel E dans son mouvement par
rapport au repere R;

— —— . e . o2
— PE/R= Vp/r - dm : Résultante cinétique ou quantité de mouvement de
PeE
I’ensemble matériel E dans son mouvement par rapport a R;
—— -2 > sy . y
— OAER = AP AVp/g- dm : Moment cinétique au point A de I'ensemble
PeE

matériel E dans son mouvement par rapport a R.

a) Résultante cinétique

En dérivant par rapport au temps dans R : mg -

d—»
—OP

dt

riel E, par définition du centre d’inertie : mE6§ = fP€E 613 dm.
d —
— / OPdm
dt R Ldt/pek R
me - = /
dt R JPeE R

Soit O un point lié au référentiel Z et G le centre d’inertie de '’ensemble maté-
d —
—O0G| =
Compte tenu du principe de conservation de la masse, on peut permuter la
dérivation par rapport au temps et 'intégration sur la masse :
d —
—0 dm.
On reconnait la vitesse du point G et celle du point P par rapport au repere R.
La quantité de mouvement se calcule donc finalement comme :

PE/R =/ Vp/r- dm = mg-Vg/r (2.27)
PeE
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b) Changement de point

Le champ des moments cinétiques 0 g/r est équiprojectif, on peut donc écrire :

OBE/R = OAE/R+BAA pPg/R (2.28)
ou
OB,E/R = OAE/R+ BAA Mg -Vg/r. (2.29)

2.5.2 Cas du solide indéformable

Soit S, un solide indéformable de masse m;.

Lhypotheése de solide indéformable, permet d’associer les propriétés du champ
des vecteurs vitesses d'un solide aux propriétés du torseur cinétique. Ainsi, pour
P et A deux points liés au solide, la relation de composition des vitesses permet
d’écrire :

Vpes/r = Vaes/r + Qs/r A AP (2.30)

P —
avec Qg/r : le vecteur rotation du solide S par rapport au repére R.
Pour un solide S le torseur cinétique s’écrit :

. —>
Ps/r =/ Vpes/r- dm
PeS

{€sr} = S (2.31)
OAS/R = AP AVpeg/r- dm
Pes A
et la résultante cinétique :
Ps/R =/ Vp/r- dm = ms-Vges/r. (2.32)
PeS

En faisant intervenir le point A dans la détermination du moment cinétique
d’un solide indéformable, on obtient :

OAS/R =/ AP AVpes/k - dm
PeS
—> —_— — —>
2/ AP/\(VAES/R+QS/R/\AP)- dm
PeS
/ A_P)/\VA(_;S/R-dm+/ EA(QS/RAA_I)))~dm
p PeS

€S
(/ ;‘;13 dm)/\VAes/R+/ AI;/\(QS/R/\AI;)- dm
PeS PeS

On reconnait :
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— dans le premier terme la définition du centre d’inertie G :
/ ﬁ -dm= mSA_G>;
- dg;Ss le deuxieme terme I'opérateur d’inertie du solide S au point A appliqué
au vecteur : /P sﬁ/\ (Q_s/_;:/\ﬁ) -dm =ﬁ~Q—s/_R>
€

Finalement, le moment cinétique d’un solide indéformable dans son mouve-
ment par rapport a un repere R devient

Gas/h = MsAG AVacs i + I (S) - Qs x. 2.33)

Cette relation est importante mais on s’attachera a l'utiliser dans les cas parti-
culiers suivants qui facilitent les calculs.

Le point A est confondu avec le centre d’inertie G

-, == —

0G,s/R = FG(S)-Qs/r (2.34)
A est un point fixe dans le repere
oas/R=FA(S) - Qs/r (2.35)

Le mouvement du solide S par rapport au repére est une translation

0oa,s/R = MsAG A Vpes/r (2.36)

Il est souvent préférable de calculer le moment cinétique soit au centre d’iner-
tie, soit en un point A du solide S fixe dans le repeére R puis d’utiliser la relation de
changement de point si nécessaire.

2.6 Torseur dynamique

2.6.1 Définition

Le torseur dynamique est le torseur des quantités d’accélération d'un systéme
matériel E dans son mouvement par rapport au repére R :

— —
Agp/R = I'p/r-dm
{QE/R} =y — PEE_, - (2.37)
OAER= AP ATp/r- dm
PeE A

—
— I'p/gr :accélération du point P de 'ensemble matériel E dans son mouvement
par rapporta R;
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~ —— 2 . ) P
— Ag/R= I'p/r - dm : résultante dynamique de ’ensemble matériel E dans
PeE
son mouvement par rapport a R, on montre aussi que
S —
Ag/r = mg-T'g/r; (2.38)
P — —_— — . s .
— OAEmR= AP ATp/gr- dm: moment dynamique en A de 'ensemble maté-
PeE

riel E dans son mouvement par rapport a R.

2.6.2 Changement de point de réduction

Le champ des moments dynamiques est un champ de torseur. Pour changer
de point de réduction on utilise donc la relation générale des torseurs :

OB,E/R =Oa /R +BAAmME - T'gs. (2.39)

2.6.3 Relation entre la résultante cinétique et la résultante dynamique

On montre facilement que :

d

_—> d
dtpS/R

dt

—

Ag/r =

—

= mgl'g/r.
R

R

2.6.4 Relation entre le moment cinétique et le moment dynamique

Par définition le moment cinétique s’écrit :

OAE/R = AP /\VP/R dm
P<—:E
OAER AP AVprdm
PEE R
= (AP /\Vp/R) -dm
dt R
PEE
/ d/@) AV dm+/ AP A dV dm
= — P/R" —Vpr| -
dt  |g PeE dt R
PeE
d — — —_— —_— —
- [ |= (OP—OA) AVem-dm+ | APATpm- dm
dt R PeE
PeE
:/ (VP/R_VA/R)/\VP/R' dm+ A—P)/\FP/R' dm
PeE PeE
d - — — — > —
—0OagmR| = [ APATpr-dm— Va/rAVp/r-dm
dt R PeE

PeE
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- le premier terme représente le moment dynamique en A

— — —
AP ATp/R: dm = 6A,E/R;
PeE
— le second devient

e S Y L > D S
VarAVpr-dm=VarA [ Vpr-dm=mg-VarAVGR.
PeE PeE

D’oularelation cherchée entre le moment dynamique etle moment cinétique :

d

o
—~OAE/R
dt

OAER= + mg - Va/r AVG/R (2.40)

R

A un point géométrique quelconque et G le centre d’inertie de cet ensemble ma-
tériel.
a) Cas particuliers

d >

—
— A est confondu avec G, alors : 8g g/r =

qiCGER .

e ——
— Aestun point fixe de R, alors : 85 g/r = aGA,E/R .
R

b) Détermination du moment dynamique

Il est en général plus facile de déterminer le moment cinétique que le moment
dynamique (le champ des vitesses est en général connu). Pour calculer le moment
dynamique, on choisit de calculer en un point caractéristique (le centre d’inertie
G ou un point fixe du repere) le moment cinétique puis de le dériver. Pour obtenir
le moment dynamique en un autre point on utilise la relation liant les moments
d’'un torseur.

2.6.5 Cas du solide indéformable

Pour un solide, nous avons la relation de composition des vitesses des points
du solide :

Vpes/r = VQes/r + Qs/r A QP.

La résultante dynamique s’écrit :

As/r = msl'Ges/r
etle moment dynamique en A :

d___,
—O0AS/R
dt S/

— — s —
das/R = +ms - Va/r AVGes/r

R
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avec A point géométrique.

Cette derniere relation est a manipuler avec précaution, en effet m n'est pas
toujours facile a évaluer pour un point quelconque, on se limitera donc a calcu-
ler le moment dynamique uniquement en des points avec des propriétés particu-
lieres :

— Aest confondu avec G, alors :

) d (2.41)
= | —0 5 .
GS/R= | 3:9GS/R .
— Aestun point fixe de R, alors :
s [d___,
dAS/R=|;OAS/R| - (2.42)
dt R

Puis on utilisera la relation de changement de point des torseurs.

2.7 Energie cinétique
2.7.1 Définition

Lénergie cinétique élémentaire d'un point P affecté de la masse dm dans son
mouvement par rapport a un repere R est donnée par :

1—
dTp/g = zvp,R2 dm (2.43)

Lénergie cinétique d'un ensemble matériel E en mouvement par rapport a un
repere R est alors :

1 —
Te/r = —/ Vp/r® dm (2.44)
2 Jper

Lunité de I'énergie cinétique est le Joule.

2.7.2 Cas du solide indéformable

Soit un solide S de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport
aunrepere R, A un point lié au solide.

Pour un solide, I'énergie cinétique du solide dans son mouvement par rapport
au repere R s’écrit :

1 ]
Ts/r = —/ Vpes/r dm. (2.45)
2 PeS

—>
On a Vpes/r = Vaes/r + Qs/r AAP, d’olt

1 —_— —  —\2
Ts/r = —/ (VAES/R+QS/R /\AP) dm
2 PeS

1 —_— —_— (—> —>
== (/ Vaes /R dm+2-/ Vaes/Rr* (QS/R /\AP) dm+/
2 PeS PeS

e (Sﬂ: A ﬁ)z dm)
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- > -, s . ye 2, .
Vaes/r et Qg r indépendant de la variable d’intégration dm

1 — 1 R Y —_—
Ts/r = = MsVaes/R” + Vaes/R - (QS/R A / AP dm) + —/ (QS/R /\AP) . (QS/R /\AP) dm
2 PeS 2 Jpes

On reconnait le produit mixte (% A 7) - W invariant par permutation circulaire

— — — —>
dans le troisiéme terme avec # = Qg/g, U =AP et W = (QS/R A AP) soit alors :

1 — —> 1 —> — - e
Ts/r = = msVaes/R> + ms - Qs - (AG/\VAES/R) + —/ (AP A (QS/R A AP)) ‘Qg/rdm
2 2 Jpes

On reconnait I'opérateur d’inertie du solide S en A
—> _— —> _— —
(AP AN (QS/R /\AP)) dm= ZA(S) - Qs/R.
PeS

Finalement la relation permettant de déterminer 1'énergie cinétique d'un so-
lide :

1 - —_— (— 1
Ts/r = EmSVAES/RZ +ms - Qg/gr- (AG /\VAES/R) + EQS/R - IA(S)-Qg/r (2.46)

Cette relation est assez difficile a utiliser, montrons que dans le cas d'un solide,
I'énergie cinétique peut aussi se calculer en réalisant le comoment des torseurs
cinématique et cinétique.

1
Tsin=7 {7s/rt © {5 /mt (2.47)

On note
— torseur cinématique en A du solide S dans son mouvement par rapport au

repere R
Qs/r }
% :{_.
{ S/R} VAES/R N

— torseur cinétique du solide S dans son mouvement par rapport au repere R

Em—
_ | ms -Vgesir
{€sr} = —
OAS/R )

1
Tsr= 5 {#s/r} ® {65r}

— —
3 1{ Qs/r } {mS'VGES/R}
= =< — ()

2 (Vaes/r) OAS/R ) a

1—> 1 —

P
= EQS/R ‘OAS/RT Ems ‘Vaes/r - VGes/r

1— > 1 Ly
= EQS/R . (ms -AG AVaes/r +-#A(S) ‘QS/R) + > 1Ms ‘Vaes/r - Vges/r

1 —> 1
Ts/r= Ems,VAes/RZ +ms-Qgs/r- (AG AVAeS/R) + EQS/R - Za(S)-Qs/r
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Onretrouve bien le méme résultat. Cette relation est souvent plus facile a mettre
en ceuvre que la relation générale.

Lénergie cinétique ne dépend donc pas du point de calcul (propriété du como-
ment), il est donc préférable d’appliquer cette relation en des points particuliers :

En G, centre d’inertie du solide

1 1
Ts/r = EmSVGES/RZ + ZQS/R - I6(S) - Qs/r (2.48)

avec #;(S) la matrice d’'inertie du solide S en G;

Pour un mouvement de rotation de centre C point fixe dans le mouvement de ro-
tation (rotule ou gyroscope) par rapport au repére R

1
Ts/r = EQS/R'jC(S) -Qs/R (2.49)

avec .#¢(S) la matrice d’inertie du solide Sen C;

Pour un mouvement de rotation autour d’un axe fixe (C, @) , en C point fixe de
’axe de rotation du solide S par rapport au repére R.

I, -F -E
Onpose #c(S)=|-F I, -D la matrice d’inertie du solide S en C
~E -D 1I,)e

A

danslabase B= (U, 7V, w) et Qsr=wy - U.

1
Ts/r= EQS/R'yC(S) -Qgs/r

) I, -F -E 0y
= E ((Du» 0,0) | -F IU -D 0
-E -D 1,). 0
(@7,%)
d’ou
1 2
Ts/r = EIu'wu (2.50)
Pour un mouvement de translation ,
| | ,
Ts/r= EmSVAES/R = EmSVGES/R (2.51)

2.8 Caractéristiques cinétiques d’'un ensemble de solide

Soit E un ensemble de n solides S; , en mouvement par rapport au repere R
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2.8.1 Torseur cinétique d'un ensemble de solides

Le torseur cinétique d'un ensemble de solide, est la somme (en un méme point)
des torseurs cinétiques de chaque solide.

{CgE/R} = Zi {Cgsi/R} (2.52)
i=

La résultante cinétique d'un ensemble de solides est la somme des résultantes
cinétiques et le moment cinétique en un point A d'un ensemble de solides est la
somme des moments cinétiques de chaque solide en ce méme point.

n

n
—— —
PE/R =) Ps,/R OAE/R= ) OAS/R (2.53)
i=1 i=1

2.8.2 Torseur dynamique d’un ensemble de solides

Le torseur dynamique d’'un ensemble de solide, est la somme (en un méme
point) des torseurs dynamique de chaque solide.

n

{@E/R} = Z {Qsi/R} (2.54)

i=1
La résultante dynamique d’'un ensemble de solides est la somme des résultantes

dynamiques et le moment dynamique en un point A d’'un ensemble de solide est
la somme des moments dynamiques de chaque solide en ce méme point.

., o n
Apr =) As,r SAE/R= ). OAS/R (2.55)
in1 i-1

2.8.3 Energie cinétique d’'un ensemble de solides

L'énergie cinétique d’'un ensemble de solide est la somme des énergies ciné-
tiques.
n
Ter= Y Ts,m (2.56)
i=1
En décomposant sur chaque solide :

1 n
Tem=3 Zl {7/3,-/}{} ® {Cgs,-/R}
i=
1 & Qg iVG.es:
TE/R:_Z{ Si/R } ®{mz G,eS,/R} (2.57)
233 Vaesir) 5, OA,Si/R o

Remarque : I'énergie cinétique ne dépendant pas du point de calcul du como-
ment, chaque comoment peut-étre calculé en un point particulier caractéristique
du mouvement considéré.
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2.9 Exercices

Exercice 11- Eolienne Corrigé page 79
d’apreés Ecole de U'air 1997

On se propose d’étudier une éolienne. ¥
Une schématisation simplifiée peut-étre
donnée par I'’ensemble constitué :

— d'unmat0;

— d’un bloc oscillant (solide 1) en liaison
pivot d’axe (A, zg) avec le bati 0;

— d’'une hélice associée au rotor de la X1
génératrice (solide 2) en liaison pivot
d’axe (A, x7) avec le solide 1.

Paramétrage : a chaque solide i est asso-

cié un repere de base orthonormée di-

recte (X;, ¥, z;) avec
— —> —> —> —> —>

- z0=1z1 et (xg,x1) = (y0,¥1) =«
— —> —> —> — —>

- x1=x2et (erzz) = (.VL.VI) =p

Solide 1 Homogene de masse m;, de
centre d’inertie A, admettant le

plan (A, x1,z1) comme plan de sy-
métrie matérielle. FIGURE 2.18 — Modéle d’éolienne

22

—
Solide 2 homogene de masse m,, et de centre d’inertie G, AG, = [ - X, ce solide
est constitué
— d’'un cylindre plein 2, de hauteur H et de rayon R, d’axe (A, X3), de masse
N . > —>
My, de centre d’'inertie Gy, avec GoGog = A - Xo
— d’une plaque rectangulaire 2;, d’épaisseur négligeable, de coté a suivant
— . —> B .
¥» et b suivant z,, de masse myyp, de centre d’inertie Gy} avec Gyp, avec
G2Gap =3

Q1. On note, Ay, By, Cy, Dy, E; et F; les coefficients de I'opérateur d’inertie du
solide S; dans la base B, préciser la forme de la matrice d’inertie du solide S; en
Al .
Q2. Déterminer

Q2a. larelation entre A, p et les masses.

Q2b. I'opérateur d’inertie %G, (2a) en Gy, du solide 2, dans la base (%3, 2, 22)
en fonction de my, et des dimensions H et R.



76 2 Cinétique

Q2c. l'opérateur d’inertie .%G,, (2b) en Gy, du solide 2, dans la base (3, ¥z, 23),
en fonction de la masse m,), et des dimensions a et b.

Q2d. l'opérateur d'inertie %G, (2a) en G, du solide 2 dans la base (3, 2, 22)-

On notera Ay, By, Cy, ..., les termes de I'opérateur .#g, (2) dans la suite du pro-
bléeme.
Q3. Déterminer G s, /g, le moment cinétique au point A du solide 1 dans son mou-
vement par rapport au repere galiléen, puis le torseur cinétique du solide S; dans
son mouvement par rapport a Ro.
Q4. Déterminer 04 s, /R, -zy le moment dynamique du solide 1 dans son mouve-
ment par rapport au galiléen au point A en projection sur zg.
Q5. Déterminer 0, s,/r, le moment cinétique du solide 2 dans son mouvement
par rapport au galiléen au point G, puis le torseur cinétique du solide S; dans son
mouvement par rapport a Ry.
Q6. Déterminer I'énergie cinétique de 'ensemble {S;,S,} dans son mouvement
par rapport au repere galiléen Ry.

Exercice 12- Pompe a palettes - cinétique Corrigé page 81

Soit, une pompe a palette simplifiée définie sur la figure 2.19. Le rotor 2 est en
liaison pivot par rapport au corps 1 en Oy, les palettes 3 coulissent librement dans
le rotor et sont plaquées par effet centrifuge sur le corps. La variation de volume
obtenue pendant la rotation permet d’aspirer de I'air (les orifices d’entrées/sorties
ne sont pas représenté).

On pose :

— corps 1: %, = (01,X1,y1,21) le repere associé au corps supposé galiléen, R le

rayon intérieur du corps;

~ rotor 2 : & = (02,%3,y3,22), le repére associé au rotor, avec a = (X7, X2) et
ey N
0102 =—e-X1,

~ — o2 1 — = —

— palette 3 : de masse mg, avec 02D =d-y2, EG=—-5-x2 et DE=A-Xx3, Gle
centre d’inertie et E le point de contact avec le corps supposé dans le plan
de symétrie de la palette.

Q1. Déterminer les torseurs cinématiques {7/

511 enOz et {7} en E et G en fonc-
tion de A et a et de leurs dérivées.

Q2. Poser les calculs permettant de déterminer A en fonction de o et des para-
metres géomeétriques.

A, 0 O
On pose pour la matrice d’inertie du rotor #p,(2)=| 0 Bz 0 et on mo-
0 0 C2 0y

B
délise la palette par un solide plan d’épaisseur négligeable, de hauteurZ h (suivant
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FIGURE 2.19 — Pompe a palettes

Z2) etde longueur [ (suivant X).

Q3. Déterminer le torseur cinétique puis le torseur dynamique du rotor en Os.
Q4. Donner la matrice d’inertie de la palette (préciser le point et la base).
Q5. Déterminer le torseur cinétique {%;,,} de la palette 3 dans son mouvement

par rapport au corps 1 en G.

On suppose, pour la suite, la vitesse de rotation du rotor constante & = .
Q6. Déterminer le torseur dynamique {@3 / 1} de la palette 3 dans son mouvement

par rapport au corps 1.

Exercice 13- Pont élévateur de garage

d'apres ENSEA BTS 2003
Il est constitué de deux colonnes verticales

fixées au sol. Le véhicule a soulever est mis en

position entre les deux colonnes, et maintenu [

par deux paires de bras, fixées sur deux cha-
riots. Chaque chariot est guidé en translation
verticale sur le carter d'une colonne.

Le moteur électrique est fixé en haut de la
colonne motrice. La chaine qui relie les vis des
deux colonnes passe au ras du sol, sous le véhi-
cule soulevé. La figure 2.21 présente le schéma
cinématique du pont élévateur.

Corrigé page 81

Ty

e
I

Caractéristiques cinématiques

FIGURE 2.20 — Pont élévateur
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— En haut de la colonne, la poulie motrice a un diametre de ¢, = 100mm
et la poulie réceptrice a un diametre de ¢, = 200 ,m. Le moteur tourne a
une vitesse de 1200tr/min;

— En bas de la colonne, les pignon des vis ont Z,, = 30 dents;

— Lesvis ontun diametre d = 25 mm et une longueur L = 2,5m, sont en acier
trempé, a un seul filet et un pas de p =3mm;

— Les écrous sont en bronze et on néglige le frottement au contact entre la
vis etI'écrou;

— La course du chariot est de 2m.

Caractéristiques cinétiques

La masse maximale du véhicule soulevé est de 200kg;

- Lamasse de chaque paire de bras est de 200kg;

Le moment d’inertie du moteur autour de son axe de rotation est noté J;; ;
Le moment d’inertie de la vis motrice autour de son axe de rotation est noté
Tvs

- Les masses et inerties de la chaine, des poulies, de la courroie sont négli-
geables.

Le repere associé au chéssis est supposé galiléen. On note z_g’, le vecteur uni-
taire vertical orienté vers le haut.

Vis 1 Vis 2

Chassis 0

E

L,
|

FIGURE 2.21 — Schéma cinématique du pont élévateur

Q1. Préciser le torseur cinématique de chacune des liaisons.
Q2. Déterminer I'énergie cinétique Ty/g, galiléenne du mécanisme complet.

Q3. Mettre I'énergie cinétique sous la forme Ts/g g = % Jeq- wfn. Déterminer le mo-
ment d’inertie équivalent ], ramené sur I'arbre moteur.
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2.9.1 Corrigés
Cor. 11,

Q1. Le solide 1 posseéde un plan de symétrie (O, X7, 21) , les deux produits d’inertie comportant y7 sont donc nuls.

Aq 0 -E;
FaS)=( 0 By 0
A

-E; 0 Cy

Sujet page 75

G1.71.21)
Q2a. Relation entre A, p et les masses

— > ——
mpAGp = mpgq-AGoq + myp, - AGyy,
—_— e —_— —>,
=myg- (AGZ + GgGga) +myp - (AGZ + G2G2b)
— — e —
0 = mpq-GaGag + My~ GoGap = (N moa + - Myp) - 33

Amag =—p-myp

Q2b. Le solide 2, est modélisé par un cylindre d’axe (A, %), donc

Lmyq -R? 0 0
— RZ HZ
60, Ra) = 0 m2ﬂ'(T + ﬁ) 0
2 2
0 0 maa- (5 +35) oz,

(2.y2.22)

Q2c. Le solide 2j, est modélisé par une plaque rectangulaire d’épaisseur négligeable, donc

2+b2
| mop-t 12 0 , 0
— b
TGy @p) = 0 Map- 75 0 ,
0 0 myp - $5 |Gz

X2,Y2:22)

Q2d. On déplace, grace au théoréme de Huygens les deux matrices d’inertie en Go.

0 0 0
Ty Ra) = Gy, Ra) +maq- [0 A2 0

0 0 A%
L1myq -R? 0 0
2 2
- 0 Mg (RT+%+)\2) 0
2 2
0 0 mga‘(%+%+)\2) Goa
)
0 0 0
Ty @) = Gy, @) +map- [0 p2 0
0 0 u?
2 h2
Agp = myp- Ly 0
= 0 By = map - (2 + 2
= 2b=Mpp- (13 tH
0 0 Cop = Moy - (2 + 2
2b=Mop (T2 TH7])Gy

on pose

Az 0 0 Ayp 0 0
0 0 Cop

I6,2a)=| 0 By 0 et I, 2= 0 By, 0
Gy
2

0 0 B Gy
B By
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finalement
Ap =Apq+Ayp 0 0
']GZ (2) = 0 By =Bys +Byy 0
0 0 Cz=Bpq+Cyp )G
)

Q3. Le point A est un point fixe dans le mouvement de S par rapport au répére R, on sait alors que

p—
OA,S1/Rg =IA; (51)- Qs /Ry -

En A dans la base (1, ¥1,71).

Ar 0 -Ep\ (©
Gas/Rg=| 0 B 0 |- [0|=-Ej-&-X+Ci-a-Z]
-E; 0 Cy &

s =0 —
d’ou{%sl}R():{pslug }CcA,slxRo=—E1~d~ﬁ+cl~a~z‘1’A

Q4. En A point fixe, on peut écrire

—y
SAI,SI/RQ =

d —_—
—-0A1,81/Rg R

=—E|-&X —E;-6%-J1+C1-&- 2]
dt 0

P —
6AI,SI/RO 'Z_6: Ci-a

Q5. En Gy, centre d’inertie de Sy on peut écrire

[ [
0Gy,52/Rg = P, (52) - Qsy /Ry = FA, (S2) - (Qs,/8, + Qs /Ry)
o A 4ot A . N P e dird
Le vecteur Qg, /g, doit étre écrit dans la méme base que la matrice d'inertie (%2, 72,22).
— . .
Qs, /Ry =021 +P-¥] =&-cosP-23 +&-sinP-y3 +p- X3

En G, dans la base (x3,¥3,23)

A, 0O 0 p
0Gy,S/Rg=| 0 B2 0 |-| &-sinfp|=Ap-Bx3+By-d&-sinp-ys +Cp-d-cosPzz
0 G «-cosp

d’ot1 le torseur cinétique

{ }: PsyiRy = M2-VGyesy iRy | _ ) my-1-&-y1
S2/Ro 0Gy,52/Ro G, |A2-PX3+Bz-a-sinB-y3+Ca-i-cospzz Gy

Q6.0na Tys,,8,3Ro =Ts, Ro+Ts, Ro, avecTs; Ro = {%Sl }RO ®{7/Sl }RO etTs,Ro = {‘552 }RO ®{7/SZ } Ro, I'énergie
cinétique ne dépendant pas du point de calcul, il est judicieux de calculer Tg, Ro = en A et Ts, Rg en Ga.

Ts1/rg :{%SI}R()@{VSI}RO

PSR =0 &z
{ DS1 /R, = } ®{ _}0} —Cy -
A A

m:—El'd'ﬁ+C1-d~Zf 0
Vi Qs, /R,
m
TSz/ROI{%SZ}ROQ’{VSZ}RO:{ 2 G255‘2/1‘0} ®{ S2/Rg }
0Gy,8,2/Rg Gy VGZESZ/RO Gy
- myp-1-&-y1 &Z+p-T
~ |A2-PX3 +By-G-sinp- 33+ Ca - cospz3 f g, Loyt g

A2~62+B2‘c'x2~sin2[5~+C2~d2~cos2[5+mg~lz-(x2
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Cor. 12, Sujet page 76
Q. {72/1} = {ﬁ%wz_f}o

. _ > —>

Pour le solide 3, on a Qg/; =Qg/2 + Q1 = Q)1 €t
— —_— — —>

—— dOjE d0,0; N dO2D N dDE

v = ——=—d-aT+A NG
Ee3/1 dt T a It > > 7
b inémati Q31 =621
d’ot1 le torseur cinématique en E {7/, =J_ ; )
q { 3/1} {VEEs/I:—d.(x.)?z’_'_)\._fZ’_'_)\,d.ﬁ’ E
~ . =
etenG{V } Qg1 =0a-21
D SN . ‘
31 VG€3/1:—d~('>(~f2>+)\-fz'+()\_%).(,‘.J?2 o

Q2. On écrit la fermeture géométrique :
0,0, +0,D+DE+EO =0 — —e-X1+d-Jo+A-X3+EO; = 0.
On pose O1E = R-cos0-X; + R-sin0- 77 ce qui permet d’écrire :
—e-X;+d-J3+A-X3—R-cos0-X] —R-sinf-7; =0

d’oi1 'on déduit les deux équations scalaires projetées sur X7 et J7 :

{_e_d.sinoﬁ)\‘coso(*_R.cose:0 )\:e-cos(or)i\/e2~(cos(0()2—1)—2-e-dvsin((x)+R2—d2

. . : .
d-cosa+A-sina+R-sinB=0 tan6 = d-cosa+A-sina

—e—d-sina+A-cosx

Seule la valeur positive de A a un sens technologique.
Q3. O est un point fixe dans le repére galiléen,
=
R S S, S
= = . >
211 00,,2/11 =F0,2/1)- Q11 0y 00,,2/1 =C2 G- 22 0y

0
9, :{—» . }
{ 2’1} 80,211 =C2 & Z2],

Q4. 1l est judicieux ici d’écrire la matrice en G dans la base %8.

hz
Ag=m3- 13 0 0
2,12
I603) = 0 Bg = m3- L 0
2
0 0 C3=Wl3~{

0G,3/1 OGy3/1:C3~fX‘72
Q6. En G, il suffit de dériver le torseur cinétique.
_ [m3-Tgesn| _ —d~m34(1)2-}72’+m3~')'\-372)+m3~)'\-w)72’—m3-()\—%)-w2~ﬁ+m3-}\-d~}7§
Dsnf=\ 5. = .
daan g 8G3/1=0

Cor. 13, Sujet page 77

Qs.{%yl}:{myvc,eg/l} :{—dvmg~(3(~)72>+mg~}\')?2)+mg'()\—%)~d~)72)}
G G

G

Q1. Liaisons

0 0
- Ly, liaison pivot d’axe (01, Zg) : {7/1/0} ={0 0 .
w] 0] VPe(01.%)

0 0
— Lyyq, liaison pivot d’axe (02, Zg) : {7/2/0} ={0 0
w2 O0)V
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0 0
- Lgyq, liaison glissiére de direction Zg : {7/3 /0} =<0 0
Vi )v
77 5)
0 o0
— Ly, liaison glissiére de direction z_g’ : {7/4 /0} =40 0
Vy v
- Lg/1, liaison hélicoidale d’axe (01, zg zg 3/1 .
vPe(0], Zg
? 7 Zg
~ Ly, liaison hélicoidale d’axe (02, zg. zg 4/2 .
\/42 VPe(0y, Zg
7 7 Zg
0 0
- Lsyq, liaison pivot d’axe (O, Zg) : {7/2/0} {0 o0
Wy, 0 VPe(Oz,Zg]
(7 7 zg]

- Lj/p, liaison pignon/chaine/pignon.
— Ly/m, liaison poulie/courroie/poulie.
Déterminons les relations entre les différents parametres.
- Les pignons sur les vis étant identiques, w1 = wp.
- Lerapport de vitesse o1 q)—m
om Gy
- Les caractéristiques des deux liaisons hélicoidales sont identiques V31 = %wgl.
Etudions maintenant la boucle fermée composée des trois solides {Chassis 0,Vis 1, Bras 3}. On écrit la fer-

meture cinématique en O dans la base galiléenne.

a0t + o1+ {715} = 10}

0 0 0 0 0 0 0 0 w3] = W]
0 0+4 O 0p+¢ O 0 =¢0 0 d’ott p
0 V3 -1 0 w31 %w31 0 0 Vs __ﬂwl

Q2. Ty /rg = T1/rg + T2/Rg + T3/Rg + Ta/Rg +T5/Rg + Tuenirg

- Tl/Rgr le solide 1 est en rotation autour d'un axe fixe dans le repere galiléen, d’ott : Tl/Rg = % Ju u)%
- Tasrgs le solide 2 est en rotation autour d’'un axe fixe dans le repére galiléen, d’ott: To/r = % Jy- w%

- Ts/gg , le solide 2 est en translation dans le repeére galiléen, d’ou1: T3/
- Ty IRg ,le solide 2 est en translation dans le repére galiléen, d’ot1: T3 IRg =7 M4 V2
- T5/Rg, le solide 5 est en rotation autour d'un axe fixe dans le repeére galiléen, d’ot1 : T5/Rg = % Jy- w%n

- Tyen IRg> le véhicule est en translation dans le repére galiléen, d’ott: T,,,p, IRg = % -my ~V,2n

T S NSNS S SN V2 1 V2 T, w24l V2
E/Rg =5 Jur 0t g Jurwp g ms Nyt g ma Vit g Jus Ot g MvenVin

Q3.dol
1 2,1 2,1 2
Ts/Rg = 5+ @-Jo)- 0+ 5 (2-m3+ myen) V5 + 5 -Jm- 0y
1 p $2, ¢ w2,
Ts/Ry = 5 (2'm3+mveh) +2-Jp- =5+ Im |-
£ 2 42 ¢F o5
On note A )
i Gim
]eq:(z'm3+mveh) 172 0 +2:Jy S+ Im,
b3 ¢

le moment d’inertie équivalent ramené sur I’axe de ’arbre moteur.



CHAPITRE 3

DYNAMIQUE DU SOLIDE

3.1 Principe Fondamental de la Dynamique

3.1.1 Enoncé

Il existe un repére spatial - temporel (un re-
pere associé a une chronologie) dit repere
Galiléen Z; , tel qu’a tout instant, le torseur

des actions mécaniques extérieures agissant 2

sur le systeme matériel X est égal au torseur

dynamique de X dans son mouvement par

rapport au repere Galiléen.

On note X le systéme matériel isolé et X le

reste de l'univers.

Le Principe Fondamental de la Dynamique,

PED., est traduit par I'égalité suivante : FIGURE 3.1 - Systeme isolé
R e ——

B e 61

AZIRg | A AZ—Z ) A

avec

— Résultante des actions mécaniques de Tsury: IE;;

- Moment au point A des actions mécaniques de X sur X : M AT

— Résultante dynamique de 'ensemble matériel £ dans son mouvement par
rapport au repere Galiléen %y : m ;

— Moment dynamique en A de I'’ensemble matériel X~ dans son mouvement

N 12 <
par rapport au repere Galiléen £ : 83/,

83
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3.1.2 Caractere Galiléen des reperes

Un repére physique est un systéme d’axes qui permet de décrire la position
d’un point, d'un ensemble matériel. Il est bien évident que la position d’'un point
donné n’est pas décrite de la méme maniere selon que 1'on se place dans un réfé-
rentiel ou dans un autre.

Le principe fondamental de la dynamique présume I'existence d'un repeére dit
repere Galiléen dans lequel le principe fondamental de la dynamique est valable.

Ce repeére de référence dans lequel tous les mouvements pourraient étre dé-
crits exactement ne peut étre qu’approché. Mais comme c’est toujours le cas dans
tous les domaines de la physique, la validité d'une loi dépend du degré de pré-
cision souhaité : ainsi un repere usuel de la mécanique peut donc étre considéré
comme galiléen vis-a-vis de tel probleme mécanique, et non galiléen vis-a-vis de
tel autre. Les principaux repéres approchés sont :

Le référentiel de Copernic est centré au centre d’'inertie du systéme solaire. Les
directions de ses axes sont définies a 'extérieur du systéme solaire par trois
galaxies lointaines. Ce référentiel néglige le mouvement du soleil dans la
Voie Lactée etle mouvement de celle-ci dans le reste de 'univers mais sommes-
nous pres a sortir de notre systéme solaire !

Le référentiel de Galilée est centré au centre de la Terre. Ses axes sont paralleles
a ceux du référentiel de Copernic. On comprend bien que choisir ce repére
comme repere galiléen revient a supposer que le mouvement de celui-ci par
rapport au repere précédent est négligeable (ou en translation circulaire!).
Ce repere est utilisé aussi bien pour décrire le comportement des satellites
que pour étudier le pendule de Foucault (mise en évidence de la rotation de
la terre)

Les référentiels liés a la Terre dont le principal est le repére géographique de la
sphere terrestre dont le centre est au centre de la Terre et dont les axes sont
solidaires de la planéete mais aussi tous les reperes locaux.

Les référentiels locaux ou du laboratoire dont I'origine est locale au laboratoire

etles axes sont orientés selon les propriétés du systéme étudié. Ce référentiel
est le moins galiléen de tous mais il est parfaitement utilisable dans tous
les cas classiques. La qualité principale de ce repere est sa facilité d’emploi,
mais choisir ce référentiel comme référentiel galiléen revient a négliger la
rotation de la Terre autour de 'axe des poles.
Le caractere galiléen peut étre toutefois restitué grace alaloi de composition
des accélérations. Dans les reperes liés a la Terre, elle conduit a introduire
une accélération complémentaire ou accélération de Coriolis dans I'expres-
sion générale de I'accélération.

Nous serons donc parfois amené a écrire le PED. dans un repere non galiléen.
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3.2 Théorémes généraux

Le Principe Fondamental de la Dynamique est une égalité entre deux torseurs,
pour que ces torseurs soient égaux, il faut que leurs résultantes soient égales et
que leurs moments en un point soient égaux. Ces deux équations vectorielles sont
les deux théorémes généraux.

—p

{ Asr=Rs_s

6Ar2/@g = MAE—»Z

(3.2)

3.2.1 Théoreme de la résultante dynamique

Pour tout ensemble matériel £ en mouvement par rapport au repere galiléen
Z 4, la résultante dynamique est égale a la résultante générale du torseur associé
g . P N —_—> _- y , .
aux actions extérieures a 2, Ay/gr = Ry_ 5, que I'on écrit :

ms-I'cyzi%, =Rs_y (3.3)

3.2.2 Théoreme des quantités de mouvement

d
Nous savons que : I'g; 3/r = aVGz,Z/R .
'%g

Par conservation de la masse dans le systeme X, on peut donc écrire le théo-
reme de la résultante dynamique sous la forme :

d— N
ms - aVGz,Z/R g =Rs_5 (3.4)

3.2.3 Théoreme du moment dynamique

Pour tout ensemble matériel £ en mouvement par rapport au repere galiléen
Rg , le moment dynamique est égal au moment résultant du torseur associé aux
actions extérieures a X.

8A,Z/@g = MA,E—»Z (3.5)

3.2.4 Théoréme du moment cinétique

Si on écrit le théoréme du moment dynamique en Gy, centre d’inertie de I’en-
semble isolé, on peut donner une autre écriture au théoréeme du moment dyna-

mique.
d

e ). .
—0Gy,z/%,| aucentred’inertie
R

. y 2 . F——
Le moment dynamique s’écrit 6(;2,2/% = I

4
Gs dott
d _

aGGz,Zlﬂg]ﬂg =Mg, 55 (3.6)
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De méme, dans le cas particulier ot le point A est fixe dans 2, on peut écrire :

—(TA,):/gzg]g2 =M,5 s (3.7)
4

3.3 Utilisation du PED.

Le principe fondamental de la dynamique se traduit par une égalité de torseur,
c’est a dire par deux égalités vectorielles (théoremes généraux) entre les efforts ap-
pliqués au systeme étudié et les quantités d’accélération de ce systéme par rapport
aun repére galiléen.

Un probleme de dynamique du solide comporte donc au maximum 6 équa-
tions scalaires (2 x3) pour chaque solide isolé. Pour pouvoir "tenter" de résoudre
ce probleme, il ne doit pas comporter plus d'inconnues que d’équations.

On retrouve dans les équations scalaires :

les parametres de positions (connus et/ou inconnus),
les dérivées premiéres et secondes de ces parametres,
les actions mécaniques (connues et/ou inconnues),
les données du probléme.

On distingue trois principaux types de problemes a résoudre.

— Les actions extérieures sont connues, on cherche a déterminer le mouve-
ment du mécanisme isolé;

— Les actions extérieures sont connues, on cherche a déterminer les actions
de liaison;

— Le mouvement est imposé, on cherche a déterminer les actions extérieures
motrices.

Dans le premier cas, il n’est pas forcément nécessaire d’étudier et résoudre
tout le systeme d’équations. On cherche a isoler parmi les équations celles qui
permettent d’obtenir I’ (les) équation(s) différentielle(s) de mouvement. On ap-
pelle équation différentielle du mouvement, une équation différentielle entre les
parametres de mouvement et les actions mécaniques extérieures ne faisant pas
intervenir les inconnues de liaisons.

Dans le second cas, il faut en général résoudre la totalité du systéme.

Le troisieme cas est le complémentaire du premier.
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3.4 PED dans un repere non galiléen

3.4.1 Composition des accélérations

On se propose de déterminer I’ac-
célération du point P d'un ensemble
matériel E (associé a un repere R) en
mouvement par rapport a I’ensemble
matériel E; (repére R;) lui-méme en
mouvement par rapport au repére ga-
liléen Z.

Nous savons que :

—
Voe/%, = VRE/R, +VO, R /%, TR, 122, NO1P

0]
Dérivons cette relation par rap-
port au temps dans le repere galiléen .,
R <1
g:
Zg
FIGURE 3.2 - Composition des accélérations
[ i o L o, (ﬁ’]
VP = |57 VRE/R +|5-Vo,, + |+ A Oq
d; ' PE/%s ” d; ' PE/R w i ¥ OvRi/ % ” qi Rl ”
g 4 g g
e . — [d d
Par définition : I'pg; %, = | —VpE/% etl'o, r,/%2, = | =—Vo,R,/%
> g dt ’ g L1 g dt 1Al g
‘%8 %g
La relation devient :
— > [d d — d —
Teesge, = | 4 VRE/R) +T0, Ry /2, + QR 122, N aolp + aQRI/@g ANOP
‘%g %g @g

avec
d — d — —_— —— sy sy
—01P = —01P +QR1/g,gg /\01P:VRE/R1 +QR1/%g/\OIP
dt Ry dt R,

et
d —— d
—Veer, | = |7;VeER,| +Qryz, AVRER, =RE/R, + QR /1%, AVRE/R,
dt Ry dt Ry

D’ot finalement la relation de composition des accélérations :
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U'pe/%, =I'pE/R, + QR,/12%, AVRE/R, +T0, R /2,

P—
+ QRl/gg N (VEE/RI + QRI/%g A\ OIP) +

d P —
—Q AOP
qo 2R/ , 1

—>
I'perz, =I'pE/R, +10,,R /22, + Ry /22, N (Qth%g A OIP)
d

— — —
+ aQRI/%g A01P+2'QR1/%gAVRE/R1 (3.8)
‘%g
On note :
= 21 2 . . N 12
— I'pg/a, : accélération absolue du point P de E par rapport au repere galiléen
Rg;
= 21 2 . . . by
— I'pr/g, : accélération relative du point P appartenant a E par rapport au re-
pere Ry ;
— d o — — L . R
- To,ry/2, +QRl/ggg A (QRl/ggg A OlP) + aQRl/@g AO;P:accélérationd’en-
@g

trainement du point P de R, par rapport a Z¢ que I'on note I'pg, /2, ;
— s

— 2-Qg, /%, NVPE/R, * accélération de Coriolis.

Laccélération absolue d'un point P d'un ensemble matériel E en mouvement
par rapport a un référentiel Ry lui-méme en mouvement par rapport au repére ga-
liléen % s’écrit comme la somme de 'accélération relative de P de E par rapport
a Ry, l'accélération d’entrainement du repere R; par rapport a Z¢ et 'accélération
de Coriolis :

— —— — —_— —
I'pe/a, = I'pe/R, + U'pRr, 122, + 2-Qr, /22, NVPE/R,

— — —— ——

Laps = Lrert Cent+ Ceor (3.9)

3.4.2 Composition du torseur dynamique

Le torseur dynamique de 'ensemble matériel E dans son mouvement par rap-
port au référentiel galiléen % s’écrit :

Ag/z, = Upiz, -dm
{@E/@g} -V — —
8A,E/=%g: APAFP/@g-dm
P<E A

Pour le centre d’inertie G la décomposition de I’accélération donne :

UGeiz, =TGER, +TGR %, +2-Qry1%2, ANVGEI/R,
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Décomposons, le moment dynamique :

5A,E/%g:/ AP/\FP/R-dm
peE

——>
=/ AP/\(FP,E/RI+FP,R1/.%g+2'QR1/92g/\VRE/R1)'dm
peE

BA,E/%g: AP/\FP,E/Rl'dm"' AP/\FERI/g,zg-dm
peE peE
+2/ EA(QRI/%gAVP,E/RI)'dm (3.10)
peE

par analogie, on peut décomposer le moment dynamique absolu comme la somme
d’'un moment dynamique relatif, d’entrainement et de Coriolis.

6A,E/R = 8rel + 8ent + 6cor (3.11)

D’ot1 le torseur dynamique que I'on peut décomposer aussi par analogie, sous
la forme d'un torseur dynamique relatif, d’entrainement et de Coriolis :

/ I'pr-dm
peE

ey e
AP/\Fp/R-dm
pEE A

—_—
FP,E/Rl -dm
peE

{Zprt =4

—_—
FERI/Qg -dm
peE

{Pgrt =4 N + .
APAFRE/Rl-dm / APAFRRl/gg'dm
peE A pEE A
/ 2-Qg,/#, NVEE/R, -dm
+4 peE

+2/ AP A (QRI/,%g /\VP,E/Rl) -dm
peE
par analogie

{Dgr} = {QE/Rl} + {@E,Rl/%g} + {@cor,E/gzg}
= {@rel} + {@ent} + {@cor}

3.4.3 Principe fondamental dans un repére non galiléen

Soit E un ensemble matériel, % le repere galiléen et R; le repere d’étude. On
se propose d’écrire le principe fondamental de la dynamique dans le repere Ry,
par définition le PED. s’écrit :

Zera, | = %o}
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En décomposant le torseur dynamique sur le repere R :

{@E/R1 } + {@E,Rll%g} + {@cor,E/gzg} = {dg_,E}

Finalement le PED par rapport au repere non galiléen R; devient :

{@E/Rl} = {dg_,E} - {@E,RI/@g} - {Qcor,E/gzg}

Dans un repere non galiléen, il faut soustraire aux forces extérieures appli-
quées a I'’ensemble matériel E le torseur des forces d’inertie d’entrainement et le
torseur des forces d’inertie de Coriolis.

Remarque : si R; est en translation uniforme par rapport au repere galiléen,

alors {@E,Rllﬂ’g} = {0} et {@wr’E/%g} = {0} donc {@E/Rl} = {.QJE_}E}, R; est donc
aussi un repere galiléen.

3.5 Application — Equilibrage d’un solide

3.5.1 Probleme général de I'équilibrage

Dans le cas d'un mouvement de rotation, les vibrations dues a une mauvaise
répartition des masses par rapport a I'axe de la rotation induisent une usure et
une détérioration rapide des paliers et créent une géne pour l'utilisateur (bruits,
vibrations).

Lobjet de I'équilibrage est de supprimer ces vibrations.

Nous allons, évaluer 'influence de la répartition des masses (position du centre
d’inertie, symétrie du solide) sur ces vibrations.
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a) Données

FIGURE 3.3 — Equilibrage

b) FEtude dynamique

Soit un solide S; de masse M en liaison pivot d’axe
(O, zp) par rapport au bati Sy. Ce solide n’ayant au-

! cune particularité géométrique (ni plan de symé-

trie, ni axe de révolution), la matrice d’inertie du
solide en O est de la forme :

A -F -E
%S)=|-F B -D
_E _D C 0
(x1.y1.71)

Le repere R; = (0, X1, y1,z1) est lié au solide en ro-

tation avec (X, x1) = 6, pour t=0, 6 = 0.

=~ — —

OG=xg-x1+2g"20 .

Rp un repére galiléen, z; est vertical ascendant.
—>

Un couple moteur C,, = C,, - zo permet la rotation.

La liaison pivot est parfaite.

Inventaire des actions extérieures appliquées au solide en rotation

— Action de la pesanteur sur le solide : {2, _.g, } = {—M-_g- ZO} = { ~M-g-20 }
G 0

— Couple moteur : {6mor—s, } = {

0 M-g-xg-y1

0 } .
Cm'Z_(; VP,

X1 Lo

— Actions transmissibles par la liaison pivot : {gso—»sl} =<Ynn Mn

Z()1 0 VPe(0,73)
(7.7%)

Détermination du torseur dynamique en O du solide S; dans son mouvement

par rapport a Ry.

Déterminons dans un premier temps le torseur cinétique en O du solide S;
dans son mouvement par rapportaRp :

> .
— Résultante cinétique : ps,/r, = M- Vges, /R, = M-xg-9-371>
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— Moment cinétique, O est un point fixe dans le référentiel, donc :

A -F -E 0
00,8,/%g = JoS1)-Qs,z,=|-F B -D| - 0
-E -D C /), \6

21

=-E-0-x1-D-0-31+C-0-7
=—E-wx-D-w-y+C-w-Zgavecw =0
—_—
,os S _ |} Asy/g,
d’ot les composantes du torseur dynamique : {9g g (={x—
1o 80,3, /R
O 1/
e P . Py . , . s, .
- Ag, /R, ésultante dynamique, par dérivation de la résultante cinétique :

As,/Ro =M xg-0-71 —M-x-0%- X7

P ——

- 80,5,/R,» moment dynamique en O, O est un point fixe dans Ry donc:

d___,
dt 0,S1/Rg R,
=—E-0-x1-D-6-37-E-6*-31+D-0*>-x;+C-0-2

=(D-6*-E-0)-x7+(-D-6-E-6%)-31+C-0-2

>

80,5,/Ry =

Principe fondamental de la dynamique appliqué au solide S;.

{gsllRO} - {dsil—’&}
{@SMRO} ={Pgs,} +{Cmor—s,} + {250—»51}

- Xo1 Lo1

A -M-g-z
—S1/Ro, ={ & ZO_»} +{ 0 _>} +4Yor Mo
Sosime )y M8 Xg¥1)g (Cm-20)yp Zoy O

Il est judicieux ici, d’écrire le torseur des efforts transmissibles par la liaison pi-

VPe(0,73)
(77%)

vot {280_,51} dans la base (J?f , J7f, Z{), de déterminer les composantes de la liaison

dans cette base puis de revenir dans la base (170, %, 56)
On obtient donc les deux équations vectorielles suivantes :
— Théoréme de la résultante dynamique

~ - > — —
ASL/RO Z—M'g'ZO+ 0 +X01-x1+Y01-y1+Z()1-

&l &

M-xg-0-71—M-xg-02- X7 =—M-g-Z+ 0 +Xo1 - X1 + Yo1 - 1 + Zo1 -
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— Théoréme du moment dynamique

= — —> — —
80,5,/Ry =M+ g Xg-y1+Cp-20+Lo1- X1 +Mo1- )1

(D-6*-E-0)-x1+(-D-0-E-0*) - ;1 +C-0-20=M-g-x¢- 1 +Cp - Z9
+Lo1 - X1 +Mo1 - 1

La projection de ces deux équations donne les 6 équations scalaires suivantes :

~M-xg- 0% =X D-6>-E-8=Lg,
M- xg-0 =Y et -D-§-E-6*=M-g-xq+Mp
0=-M-g+Zo C-0=Cp,

Détermination des efforts dans la liaison Pour continuer et simplifier les cal-
culs, nous supposerons que le rotor tourne a vitesse constante ® = 0 = 0, les 6
équations deviennent :

—M'xg-62=X01 D'GZILOI
0=Yp et —E-GZ—M-g-xg:MOI
M-g=+Zn 0=C,,

Le torseur des actions transmissibles dans la liaison pivot s’écrit dans la base liée
au solide en rotation (X1, 1,21) :

Xp1 = ~M-xg - 07 Loy =D-0?
Zopy=M-g 0 .

(1.37,21)

On s’apercoit que les efforts (résultante et moment) dans la liaison pivot sont fonc-
tion de la vitesse de rotation 6. En projection dans la base galiléenne, Ry, on peut
mieux évaluer I'influence des parametres cinétiques sur les efforts dans la liaison.

Xp1-c0sO  Lg;-cosO—My; -sinB
{:fso_,sl} =< Xp1-sin® Lg;-sinB+ Mjy; - cosB avecO=w-t
ZOI 0 0
(%.70-20)
Xp1-cos(w-t) Lpi-cos(w-1)—Mpp-sin(w- 1)
{gso—»sl} =< Xp1-sin(w-t) Lg;-sin(w-t)+Mp;-cos(w-t)
Zo1 0 0

&l
3
&
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On constate donc que les efforts transmis au bati par la liaison pivot ne sont
pas constants et dépendent du temps. Pour rendre ces efforts indépendants du
temps, il faut que :

X1 =0 —M~xg-92=0 xg:()
Lo1 =0 c’est adire D-6>-E-6§=0 dou{ D=0
Mo =0 ~D-0-E-0*°-M-g-x4=0 E=0

Vous pourrez vérifier que ces conditions sont aussi suffisantes si la vitesse n’est
pas constante.

3.5.2 Equilibrage
a) Equilibrage statique

On dit qu'un solide en rotation est équilibré statiquement lorsque le centre
d’inertie est sur I'axe de rotation (dans I'exemple précédent xg =0).

b) Equilibrage dynamique

On dit qu'un solide est équilibré dynamiquement, s’il est équilibré statique-
ment et que les produits d’'inertie comportant ’axe de rotation sont nuls (dans
I'exemple précédent D =0 et E = 0).

c) Principe del'équilibrage

Equilibrer un solide en rotation revient donc a annuler les différents termes ci
dessus. Deux stratégies sont envisageables

— Ajouter des masses au solide afin de modifier ces caractéristiques cinétiques;

— Usiner le solide (percage, meulage) afin de modifier la répartition des masses.
La premiere solution est utilisée pour réaliser I’équilibrage des roues de véhicules,
On retrouve plutdt la seconde lors d’équilibrage réalisé sur des piéces massives
(volant d’inertie), ces usinages sont alors effectués en usine, lors de la fabrication.

Du point de vue des calculs a réaliser, les deux méthodes sont analogues, la
seconde revient a ajouter des masses négatives.

3.5.3 Equilibrage 2 2 masses

Soit un solide S;, en rotation par rapport au repére galiléen Rg. On souhaite
équilibrer ce solide. Pour cela on rajoute au solide a équilibrer en rotation deux
masses ponctuelles M; et M, (figure et données 3.4). Le nouvel ensemble est donc:
2 ={51,M1, M}

Nous allons rechercher la masse et la position dans le repére lié au solide S; de
chacune des masses ponctuelles pour que I’ensemble X soit équilibré.
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¥
S1, le solide a équilibrer de masse M o o R
de matrice d’inertie : O X1
- A -F -E NG
FoS)=|-F B -D M
-E -D C )/, X

de centre d’inertie :
—>
OG=Xg X1 +2¢-20;

M; la masse ponctuelle de masse m; ,
peurse — — —>
avec OM; =x1-x1+y1-y1+21°20;

M, la masse ponctuelle de masse m , I
p~eurad — — —
avec OMy = x5 - X1 +Y2-y1t+22- 2.
(a) données (b) schéma

FIGURE 3.4 — Equilibrage 4 deux masses

a) Détermination des caractéristiques cinétiques de 'ensemble

La masse totale de X est ms = m + mj + my. La matrice d’inertie de I'’ensemble
est:

Jo(Z) = Fo(S1) + Jo(M1) + Io(My)

Remarque :1a matrice d’'inertie d’'une masse ponctuelle en son centre d’inertie

0 0O
estnulle (le volume estnul!) : #y, (M) ={0 0 0
0 0 O)m

V%A
En appliquant le théoréme de Huygens, on obtient la matrice en O de la masse

my :
. VE+Z —Xiey —Xi-z
JoM) =my-|-x1-y1 Z+x2 —y1-z
—X1-21 —)N-a Xf+J’f o

(x1.y1,21)

La matrice d’inertie de ’ensemble matériel X s’écrit finalement :

As —Fs —Es
SoZ)=|-Fs Bs -Ds
-Ey -Dy Gz /o

G1.71,21)
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avec
2 2 2 2
Az :A+m1-(y1 +zl)+m2-(y2 +Zz) —Dzz—D—ml-yl-zl—mg-yz-zz
Br=B+m;- (5 +x5)+my-(25+x;) —Ex=-E-my-x1-21-mp X2 22
2 2 2 2
Cz=C+m1-(x1+y1)+m2-(x2+y2) —Fz:—F—ml-xl-yl—mz-x2~y2

b) Equilibrage statique

L'ensemble est équilibré statiquement si le centre d’inertie de I'’ensemble est
sur 'axe de rotation.

—> 1 —> — —>

OGy = — (MOG+ my -OM; + my OMg)

Msx

L équilibre statique est donc réalisé si OGy - X = 0 et OGy - }71’ =0
D’ou les deux premieres équations a respecter :

M-xg+my-x1+mp-x2=0 (3.12)
mp-y1+my-ys =0 (3.13)

c) Equilibrage dynamique

Les produits d’inertie comportant I’axe de rotation (O, E(;) doivent étre nuls (ici
Ds et Ex ), d’ol1 les deux équations suivantes :

—Dz=—D—m1'J/1‘Zl—m2'J/2'Z2:0 (314)

—Es=-E-my-x1-z21—-mp-x2-20=0 (3.15)

Le systeme a résoudre est un systeme de 4 équations et 8 inconnues (m;, my,
X1, X2, Y1, Y2, 21, 22). Il existe donc a priori une infinité de solutions.

d) Application:roue

Dans la réalité des contraintes pratiques de réalisation limitent le nombre de
solution. Ainsi dans le cas d'une roue (figure 3.5), les masses d’équilibrage ne peuvent
étre fixées que sur le pourtour de la jante (de rayon R, de largeur L) de chaque coté
du pneu.

Onadonc:

-1 /xf + yf =Ret z; =0 (ou z; = L) pour la premiére masse;;

— /X2 +y2=Retz, =L (ou z, = 0) pour la seconde.
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FIGURE 3.5 - Roue jante

Reprenons les quatre équations de 1'équilibrage.

M-xg+my-x1+mz-x2=0
ml-y1+m2-y2:0
-D-my-y1-z1—-mz-y2-22=0

—E—ml-xl-zl—mg-xg-ZZZO

On choisit, un plan pour la premiére masse (z; = 0) et le second pour l'autre
Zp = L.
Il est préférable pour résoudre, d’écrire en polaire les quatre équations, en po-

sant :
{xlzR-cosel {xZ:R-coseg
et

y1 =R-sinB; ¥2 =R-sinB,

Le systeme devient :

M- xg +my-R-cosO; +my-R-cosB, =0
my-R-sinB; + my-R-sinB, =0
-D-my-R-sinB,-L=0
—-E-my-R-cos0,-L=0

ce qui permet de déduire :

D
E-M-xg-L
et

vD? + E2 D 1

= m = —-
METTR = RL sinb;

D
tan0, = — tan0; =
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On détermine ainsi la position et la valeur des masses en fonctions des carac-
téristiques cinétiques de la roue a équilibrer.

Les machines a équilibrer integrent des capteurs d’efforts qui permettent de
mesurer les efforts dans les liaisons. La mesure de ces efforts permet de déduire les
caractéristiques cinétiques de la roue par résolution du PFD. Nous avons montré
plus haut, a partir de la détermination des actions dans la liaison, que ceux-ci dé-
pendent des caractéristiques de la matrice d’inertie et de I'’excentration du centre
d’inertie du solide.

Xo1 = ~M-xg -0 Loy =D-6°
Zo1=M-g 0 .

G1.7121)
On peut dongc, a partir de la mesure des efforts de liaison, déterminer les compo-
santes de la matrice d’inertie du solide a équilibre puis résoudre complétement le
systeme.

3.6 Exercices

Exercice 14- Bras de robot Corrigé page 106
Le schéma de la figure 3.6 modélise un bras de robot.

Rotor 2. . |

Bras1

E - =l
AN

p =y

x|
&
<)
=

FIGURE 3.6 — Bras de robot
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Le moteur d’axe (A, Z), dont le stator est solidaire du bras 1 et le rotor du pi-
A . y >\ s .
gnon moteur 2, entraine le bras en rotation autour de 'axe (O, Z) a travers un train
d’engrenage :
— pignon moteur : Z, dents, rayon Ry,
— roue : Zy dents, rayon Ry.
—>
Le couple moteur de 2 sur 1 est noté C,,, =C,, Z.
On note :
- >\ ~ — .
- a=(%,x1), Q10 = w10 Z avec w1g = &;
petIA .
- 0=(x1,%2), Q211 = 0 Z avec wy, = 0;
—> —>
- OA=L;-x,Al=Hy-Z —-Ry-x].
Lengrenage est réalisé a partir de pignon a denture droite, ’angle de pression
estde f§ = 20°.

Foz . sinﬁ 0
On note : {7, ,} =4 Fp2-cosp 0 le torseur de I'action transmissible
0 (U

G1.71.2)
N
par la roue 0 sur le pignon 1 avec I le point de contact (OI- Z = h).

Soit A, le centre d’inertie de I'ensemble composé du rotor et du pignon mo-
teur. Cet ensemble est équilibré dynamiquement par rapport a l'axe (A, Z), son
moment d’inertie autour de (A, 7) est noté I,, et sa masse M.

Le centre d’inertie G; de’ensemble S;, composé du bras et du stator, de masse

v B
M; est tel que OG; = xg - X;.

Ay, 0 O
Lamatrice d’inertie de cet ensemble en O s’écrit: $5(S1)=| 0 By 0
0 0 Cl 0

(1.71.21)
Les liaisons sont supposées parfaites.

Lobjectif de I'étude est de déterminer le couple moteur pour la loi d’évolution
de la figure 3.7 du bras (entre les instants Ty et T3 le bras fait une rotation de 180°) :

w10

Wmax

To T T, T3
FIGURE 3.7 - Loi d’évolution du bras
Q1. Déterminer wg et wog en fonction de w ;.

Q2. Tracer le graphe des liaisons et placer sur celui-ci les efforts. Préciser les diffé-
rents torseurs des actions transmissibles. Justifier la forme du torseur des actions
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transmissibles par la liaison engrenage. Les différents torseurs seront écrits dans
la base (x1,1,71)

Q3. Appliquer le théoréme du moment dynamique au bras de robot en O en pro-
jection suivant Z.

Q4. Isoler maintenant le rotor, et écrire les équations du PED permettant de déter-
miner la composante suivant y; du torseur des actions transmissibles de la liaison
entre le rotor 2 et le bras 1.

Q5. En déduire I'équation différentielle du mouvement permettant d’obtenir le
couple moteur en fonction des parametres du mouvement et des parametres ci-
nétiques, puis tracer I'évolution de celui-ci sur le graphe des vitesses.

Exercice 15- Machine a vibrer le béton Corrigé page 108

d’apres Centrale TA95
Les deux figures suivantes (fig 3.8, 3.9) représentent schématiquement une

machine a vibrer des éléments préfabriqués en béton. Un chéssis sur roues est
solidaire du moule et du stator d'un moteur électrique destiné a générer les vibra-
tions.

A. Données

Lensemble 1, de masse My, en translation comprend la plate-forme, le moule, le
béton et le stator du moteur électrique. Sa position par rapport au repere %
galiléen est définie par x(t). La liaison équivalente par rapport au sol est une
glissiere de directionX;.

Lensemble 2, de masse M,, tournant par rapport a 1 autour de I'axe (A, zg), com-
porte le rotor du moteur, son arbre et deux disques excentrées. On note :

da
- w= & la vitesse de rotation constante de '’ensemble 2;

e . . — N
— Gy le centre d’inertie du solide 2 avec AG, = c- x5 ;
— Lamatrice d’inertie del’ensemble 2 s’écrit en A dans la base %, = (J?ﬁ, 375, Eﬁ) :

Iax O 0
Fr@2)=[0 T, 0
0 0 Iaz/a

B2

Les roues sonten liaison pivot, sans frottement, par rapport a 1. La masse et'iner-
tie des roues sont négligeables.

Le moteur applique sur le rotor un couple noté C_,,: =Cm-20.

Le plan (A, Xo, o) est plan de symétrie du systeme.
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s
¥ 2- rotor Y2 X
x
Xo
1- chassis + moule 0
x(1)
0 L L
5
X0
FIGURE 3.8 — Machine a vibrer le béton - modélisation
%
— 0
— Y2
X2
Qq o
S I
= x3
B B, By
€] | @ -
0 [A A A, | 0
I —_— — —
AA2 = —AA1 =a- 2y
— —
hs3 hy | AB,-X;=AB,-X,=b
(a) Rotor (b) Paramétrage

FIGURE 3.9 - Machine a vibrer le béton

B. Questions
Q1. Déterminer la vitesse et 'accélération du point Gy, centre de gravité de I’en-
semble 2, par rapport au repere %y.
Q2. On modélise 'ensemble 2 par :
— un cylindre de diametre ds, de hauteur hs et de masse volumique ps pour le
rotor du moteur;
— deux disques centrés respectivement en B; et B, de diametre d;, de hauteur
h; de masse volumique p; ;
— deux arbres cylindriques centrés respectivement en A; et A, de diametre d»,
de hauteur &, et de masse volumique p; reliant le rotor aux disques;
— les trois cylindres sont d’axe z.
Q2a. Justifiez la forme de la matrice d’inertie de I'’ensemble 2.
Q2b. Déterminer le moment d’inertie de I’ensemble 2 par rapport a I'axe
(A, z;), en fonction des h;, d; et p;.
Q3. Déterminer x(t) = f (M, My, ¢, w, t), 'équation du mouvement de I'’ensemble
1, par rapport au repére 2. On considérera que le moteur tourne a vitesse constante
et qu’a l'instant t=0, x(0) = 0. Pour cela :
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Q3a. Tracer le graphe de structure du mécanisme et établir I'inventaire des
efforts sur 1 et 2.

Q3b. Appliquer le PFD sur I'’ensemble 1+2

Q3c. en déduire I'équation de mouvement. Limiter I'étude aux équations né-
cessaires pour résoudre le probléme posé.
Q4. Déterminer I'expression du moment du couple moteur C,, du stator sur le
rotor, en fonction de M, My, g, w, cet t.

On modélise la liaison en A; entre le rotor et le chassis par une liaison sphé-
rique et celle en A, par une liaison sphere cylindre.
Q5. Déterminer les composantes du torseur des actions transmissibles pour les
deux liaisons entre I’ensemble 1 et 'ensemble 2 en A; et A,.

Exercice 16- Hydro-nettoyeur Corrigé page 111
d’apres Centrale TSI99

A. Mise en situation — paramétrage

Le schéma technologique (figure 3.10) représente la pompe hydraulique (fi-
gure 3.11) d’'un hydro-nettoyeur. Cet hydro-nettoyeur assure lui-méme la produc-
tion d’eau chaude et la mise sous pression de I'eau grace a la pompe hydrau-
lique. La pompe comporte 5 pistons répartis régulierement. L'arbre moteur en-
traine dans sa rotation un plateau dont I’axe est incliné d'un angle a = 10°, le mou-
vement oscillant du plateau entraine les pistons en translation.

}70) g AZ(;
21
Plateau - 2
e ¥
Arbre - 1 1
X0 10 o
—
-Vl A1
Ressort R
A A
1 vV Vv i .
. a X1
4 Piston - 3

FIGURE 3.10 — Schéma technologique

— R=18mm, — vitesse de rotation du moteur
- a=10° N =3000tr/min
— masse du piston: m=100g
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B. Modélisation cinématique
Q1. On modélise dans un premier temps la liaison entre le piston et le plateau par
une liaison ponctuelle

Q1la. Tracer le graphe de structure du mécanisme pour un seul piston.

Q1b. Apres avoir donné le degré de mobilité (en détaillant les divers mouve-
ments correspondants), calculer le degré d’hyperstatisme du mécanisme.

On modélise maintenant la liaison entre le piston et le plateau par une liaison
cylindre plan plus conforme avec la réalisation réelle
Q2. Le degré de mobilité est-il modifié ? Calculer le degré d’hyperstatisme. Pour-
quoi a-t-on réalisé un contact linéaire entre le piston et le plateau ?

1%'
| -
e ———————————

Arbre - 1 —| 55
I | DR | ; M— — 7
I 7
Plateau - 2 — L L1 — Piston - 3
Ik T ‘ T o -/qg Ressort
ﬁ- ;;\\{\\\\\\\\V NNHE . '1\

al-; . )

FIGURE 3.11 - Hydronettoyeur

C. Détermination du ressort de rappel

On se propose dans cette partie de déterminer la raideur k minimale pour que

le contact soit toujours maintenu entre le piston et le plateau.

— Pendant la phase de refoulement la pression appliquée sur la face avant du
piston est de 100bar I'effort développé par le ressort est négligeable devant
les efforts dus a la pression;

— Pendant la phase d’aspiration, on ne prendra en compte que 'effort déve-
loppé par le ressort;

— Leressort de raideur k, est écrasé de la valeur e = 20mm lorsque le piston est
en position point mort droit (fin de refoulement, début d’aspiration). L'écra-
sement total e est supérieur a la course du piston.

— Le poids des différentes pieces est négligeable devant les autres actions mé-
caniques.

— Les liaisons sont supposées parfaites.
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On supposera dans cette partie que le contact en A est ponctuel.
Q3. Etude cinématique préalable
. . L = L = s

Q3a. Justifier que pour le point A, on peut écrire, OA = xz-Xo—R-yg et OA- x| =
0;

Q3b. En déduire xp =R-tana-cos0;

Q3c. Déterminer Vies/o, la vitesse du centre d’inertie G du piston, puis I'gesyo.
Q4. Inventaire des efforts extérieurs au piston

Q4a. FEcrire le torseur des actions transmissibles par la liaison entre le pla-
teau et le piston en A, d’abord dans la base (37{ Y Z{) puis dans la base (Xo, o, Z0)-
Ecrire le torseur des actions transmissibles par la liaison entre le piston et le bati.

Q4b. Donner I'expression de I'action exercée par le ressort sur le piston en
fonction de k, e, 0, a et les autres parameétres géométriques.
Q5. Ecrire 'équation de la résultante suivant xg issue de 'application du principe
fondamental de la dynamique appliqué au piston.
Q6. A quelle condition n'y a-t-il pas rupture de contact en A? en déduire la valeur
minimale de la raideur k du ressort.

Exercice 17- Marche motorisée Corrigé page 112
On consideére la marche motorisée représentée figure 3.12, cette marche mo-
torisée est utilisée pour permettre a des personnes handicapées de franchir une
marche.
Pendant la phase de montée, 'angle 6 évolue de 0 a 90°

FIGURE 3.12 — Schéma cinématique de la marche motorisée

Données
Les barres A;B; et A»By sont de méme longueur 1, de masse négligeable. La
barre A;B; est liée a I'arbre moteur, la matrice d’inertie de I’ensemble {arbre mo-
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teur; barre 1} s’écrit :

Ay Fi 0
I =|F By 0
0 0 Ci/a

Gryiz)
On note M3 la masse totale de I'’ensemble transporté {plateau + personne}.
—_— —— L, > s
A1B; =A2B» 7 a-y1;A1A2=B1B2=1yp;
BlG3=—d‘%+§'%+h‘%;
(¥0,y1) = 6.
Un couple moteur C,, est appliqué sur 'arbre moteur.
Le mouvement est défini par la caractéristique de vitesse figure 3.13. Le temps

N

T, correspond au temps de cycle pour que 6 évolue de 6 = 0° a 6 = 90°. Le temps
T, correspond aux phases d’accélération et de décélération.

0

T, T,

FIGURE 3.13 — Graphe de vitesse

A. Etude cinétique
Q1. Déterminer Vg,e3/0 €t I'g,e3/0.
Q2. Déterminer le torseur cinétique de I’ensemble 3.

B. Ftude dynamique

Q3. Tracer le graphe de structure du mécanisme.

Q4. Etablir 'équation différentielle du mouvement, préciser les isolements suc-
cessifs, n’écrire que les équations utiles a la résolution.

Q5. Déterminer alors le couple moteur, et tracer I'évolution de celui-ci sur le graphe
des vitesses.

C. Efforts de liaison
Q6. Pouvez-vous déterminer tous les efforts de liaisons ?
Q7. Proposer si nécessaire une modification de la liaison en By.
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3.6.1 Corrigés
Cor. 14, Sujet page 98

P . . _—
Q1. On écrit la relation de roulement sans glissement enI: Viea/0 = 0.

Vie2/0 = Vie2/1 + Vie1/0

_— — > — —> —> 2
=Vaea/1 +Q2/1 NAI+Voe1/0 +Q21/9 A Ol = (UIOZR*O'U)m
=wm ZAR2-X)+w10-ZARo-X) =-Rz-0m+Ro w10

Ry +Rg

w20 = W21 +Wi0 = Wm

Ro
Q2. Tracer le graphe des liaisons et placer sur celui-ci les efforts. Justifier le torseur d’action en I.

0 0 Py
{dcm,HHg o } : \

(1.31,21)

Pivot d’axe (A, Z)

Pivot d’axe
0,2)

Kngrenage

Xo1  Lo1
{d()ﬁ]} ={Yor Mn ,
0

Zo1 0
(1.712)
X1 Lo X21 Loy
{,_1}=4Y21 Mz =4Y21 Ma1-L;-Zy ,
Zn 0 Ja Zn L1-Y21 o)
(1.7120) (1.7120)
Fo2-sinfp 0 Fo2-sinp  —Hp-Fo2-cosp
{y_o} = {Fgg-cosﬁ 0} = {Fog‘cosﬁ Hy -Fgy - sinfp }
0 0)1 0 —Ro -Fg2-cosP ) a
(1.7120) (1.7121)

Q3. Onisole le bras 1, le PED s’écrit :
{210t ={clp_r} +{sto 1} + {(gm,Z—d} +{Fp_1}
D’oti le théoréme du moment dynamique en O en projection sur z7 :

—
50,1/0-21 =0+L;:Y21+Cyy +0

avec

8017021 = g(,“’ .Z»f:h.dwlo
0,1/0 dt 0,1/0 0 dt
finalement
990 oy e
U TlYartlm
ou en fonction de w,
Ry dw
-2 22M 1 Yy +Cp

Rg dt
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Léquation du mouvement comporte une inconnue de liaison, il est donc nécessaire d’étudier un autre
équilibre pour déterminer Yo;.
Q4. Onisole le Rotor 2, le PED au centre d’inertie du rotor A s’écrit (tous les torseurs sont écrits en A dans la base
(55,712 :

12210} ={to—p} ~{sto1} —Cm,2 = 1+ {Fp _,}

M, T Fo2-sinfp  —Ha-Foz - cosp Xo1 Loy 0 0 0 0
{ 26—>A€2/0} ={ Fpp-cosp  Hp-Fpp-sinp 3 —<{Yoy Mp;p—-<0 0 3+ 0 0
A,2/0 A 0 —R2-Fp2 -cosP 7y 0 0 Cpm -Mz-g 0

3 . - —
Déterminons I'pe2/0 €t 84 2/0

r_’[dv—’lde“’”Lmzf’Ldewm”LRng’
== =Ly —2 .y — L - X =L —=. M 2.2 .
A€2/0 at A€2/00 1 dt n 1 Wyp X1 1RO dt R4l IR% m-" X1

— [d > " .

da2/0 = aoA,z/o car A centre d’inertie

0
, —0/— —— R2 + Ry
UA,Z/O:JA(Z)~QZ/0:C2~(m21+m10)~7:C2~T~wm~E’
0
6—» C Ro+Ro dwm _,
=Cy- m 2

A,2/0 2 Ro dt
d’ot les six équations scalaires du PED :

2

2 2 :

—Ll'Rﬁ'wm:FOZ'SIHﬁ_XZI 0=—Hp-Fopp-cosp—Lo;
0 .
0=Hpy-Fg2 -sinfp —Mp;
Ro dom Fo2 -cosp —Y: o Ro+Ro d '
15" =Fo2- — 21 + w
Rop dt Co- 2 O~J:—R2~F02~Cosﬁ+cm

Ro dt
0=Z31+-M3z-g

A partir de la projection suivant y7 du théoréme de la résultante et de la projection suivant Z du théoréme
du moment dynamique, On détermine Yo, :

L Ry donm E B
2. 20M B cosP—
VR “at % 2 N C2-(Rz+Ro)+L1-R3 dwy,
>Y)1=—Cpp-—m—mMmm¥ = —
R2+Rop d R Rz R dt
Cz.u.ﬂ:_RZ.Fm.cosmcm 2 2°10
Ro dt
Q5. A partir de I'équation
dewm
c———=L1-Y21+C
Ro dt 1:Y21+Cpm

et de la précédente, on déduit I’équation du mouvement :

Ry dopm L C2-L1-(R2+Ro)+L1-R3 dwyy,

L -———=—Cu+Cy— _
Ro dt Ro R2-Ro dt
Ry dwp  C2:Li-(Ro+Ro)+Li-Ri dopm _Li+Ry

'Ry dt Rz Ro dt R, "
Ry +C2~L1'(Rz+Ro)+L1'R§ dwm Li+Rp c

! Ro R2-Ro dt Ro m

I'équation du mouvement est de la forme :

dwm _Li+Ro
dt Ry

]eq' Cm
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1o, Cm

mmax /7
Co

-1-Cy

FIGURE 3.14 - Loi d’évolution du bras et couple moteur

avec Jeq le moment d’inertie équivalent.

Lallure de I'évolution (figure 3.14) du couple moteur se déduit donc rapidement de cette relation, le couple
moteur est nul pendant la phase a vitesse constante et constant pendant les phases d’accélération et de décélé-
ration (de signe opposé) :

Cor. 15, Sujet page 100

Q1.0G; = x(f) - X3 + ¢+ X3 en dérivant

— 5 d — dx(t
szezm:[aocz]O: O FrcaB=itBrew
d d? x(1) . .
Tgye2/0 = [EVGZQ/O]O: ?'ﬁ—c'a2~fi=x(t)~%—6-w2'ﬁ

Q2. Matrice d’'inertie

Q2a. Le solide posséde deux plans de symétrie, les plans (A, X2, y2) et (A, X2, Z3), 1a matrice est donc diago-
nale.

Q2b. Le moment d’'inertie d'un cylindre autour de son axe de rotation s’écritI = % -M-R? avec M la masse
du cylindre et R le rayon. Pour les cylindres 2 et 3 on peut donc écrire :

1 do 2 .
I;p=2- §~m2~ > pour les deux cylindres
dy\? dy\? d;
=o1-mtl==| ‘ho-|Z2] =p7- 12 -h
Plﬂ(z 2(2] pth16 2
1 ds\? 1 dg]z (d3)2 1 ds
La==-ma-|=| =201 -1t =]| ha-[Z]| =Zp7-1—-P
z3 2 m3 (2) 2P1 7[(2 3 2 2P1 7[16 3

Pour les deux disques excentrés, il faut utiliser le théoreme de Huygens pour déplacer le moment d’inertie

2
5 5 +my - bz) pour les deux disques

_ di\? d)? d1)? - di\? i
=oun( g (] oG] medpua( (] o

(1 (dl
Ia=2|--m-|—

d’ot1 finalement
Iz =1z +1z2+1z3

Q3. Equation de mouvement
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Q3a. graphe de structure
Pivot (A, z3) I'ensemble {

Py Py

TAO

équivalent Glis-
3N —_>
siére Xq

Q3b. On applique le PDF a’ensemble {1,2},

Inventaire des actions mécaniques extérieures a

1,2}.

- Poidsdel:{g'gﬁl}z{_Mlﬁg'yo} ;
G1
- Poidsde2:{,0}”gﬁ2}={_Mzidg.yo} ;
Gz

— Liaison « glissiere » équivalente :

0 L
—-1=4Y M
Z N]Jvp

2

{@{1,2}/0} ={Pg—1} +{Pg2} +{m1 -2} + {1}

{20110} {21210} = {Pa1} + 1Pt + {6} + sty }

Sur les six équations du PDE ici seule I’équation de la résultante en proj
du mouvement qui s’écrit :

(M1 -Tge1/0 +M2-Tgye2/0) = (-M1-g- 76 -M2-g-

M- ¥+My-%—c-w? X3 -X3 =

M1~X+M2~X—C~M2-u)zcoscx:0

d’ot1'équation différentielle du mouvement :

N c-My 5
= ————w“cosw-t
M1 +M>
e c-Mp
Q3c. Compte tenu des conditions initiales x(#) = —————
M + Mo

Q4. Pour déterminer le couple moteur, nous allons isoler 'ensemble 1
-

0
- Couple moteur : {€p,1-2} = { _,} ;
’ Cm 20
VRS
- Poidsde2:{Pg .o} = { 26>g )/0} ;
G

- Les deuxliaisons en Ay et Ap

ection sur X suffit pour obtenir'équation

W+ 0 +(Y-3+2-2))- %0

(3.16)

(1-cosw-1)

seul. Il est soumis

1 0
— liaison sphérique en A; : {dlA_{z} ={Y; ©
Z1 0)a

v

Xo 0

- liaison sphere cylindre en A : {.Q{lAiz} =<Y2 O

0 0] A
(7:7.4)
Le PED s'écrit {2, 0} = {610} + {Pg o} + {aL b+ {2, ]

Le couple moteur étant porté par zg, 'équation utile pour obtenir le couple moteur est la projection suivant

Vz[0] du moment dynamique en A.

Commengons par déterminer le moment dynamique de I’ensemble 2 en A dans son mouvement par rap-

port au référentiel galiléen % . Le point A n’est ni le centre d’inertie de

—

Ba2/0 =

[d
dt

—
0A,2/0

2 ni un point fixe, donc :

_—
o +M3- Va0 AVGye2/0
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avec
— _— —
0A,2/0 = FPAR2) - Q270+ M2 -AG2 AVae2/0
Iaxy, 0 O 0
Gazio={0 la, O 0 +Ma-c- o AX-X0=1az w-20 —C-Mp-X-sina-z3
0 0 Iaz/A w
By
d’olt
d I _ . . . —> — A
a(’A,Z/O 0——c-Mz~(x-sm(x+x~u>~coso<)-z0 (avec w = & constant)
—_— —
+M3 -Vas0 AVG,e2/0 =Mz - X- X5 A (% X6 + a- w}3)
=c¢-My-%-wcosa-zg
finalement

—
8a,2/0 = —C-Mp - (¥-sina+ %+ w-cosa)-Z5+¢-Mp - - wcosa-zg = —c-Mp - ¥-sina- 2§

Déterminons maintenant le moment des actions extérieures en A.

My g—2=AGo A(-M2-g-¥3) = —c-Mz-g-cosa-Z) pour le poids P,

My sph,1—2 =AATA (X1 X0 +Y1-¥0 +Z1-20) = —a-X1-yo +a-Y1 - Xg pour la liaison en A;

Ma seyt,1—2 = AA2 A (X2 - X5+ Y2+ ¥0) = a-X2 - Y6 — a-Y2 - Xg pour la liaison en Ay
T N

Ma,mot—2=Cm"20 pour le couple

Le théoréme du moment dynamique en A en projection sur zg s'écrit donc :

— —>
da,210° Z (0] =MaF,xt—2° 20
—c-Mp-i-sina=Cy—c-Mpy - g-cosa

Cm=c-Mz-(g-cosa—%-sina)
en reportant le résultat précédent 3.16 et en remplagant « = w - ¢ on en déduit la relation cherchée donnant Cy;,

My 2 .
Cm=c-Mp-cosw-t-[g— ———w"-sinw-¢
M; + My
Q5. Pour déterminer les actions de liaisons en A et Ay, il est faut reprendre 1'équilibre précédent et écrire les
cinq autres projections du PFD, les trois équations du théoreme de la résultante dynamique et les deux restantes
du théoréme du moment dynamique en A.

[
Mz -T'Gye2/0 =Rp,x1—2
My (55— a-62%3) = —Ma-g- 76 + (X1 - X0+ Y1 76 + 21+ 2) + (Xo - X5+ Y2 - 7)
da,2/0 =MAF,xt—2
—c-Mp-¥%-sina-z0=Cpy-20—c-Mp-g-cosa-20—a-X1-yo+a-Yy-xo

+a~X2~)76—a~Y2-Y5
Soit en projection
X1 +Xo :M2~(5&—a~(x2-cosa)

{ a-Yi-a-Yr=0

—_—— . .‘2. i
Y1+Y1—-Mz-g=-a-Mz-&" -sina —a-X1+a-X2=0

Z1=0
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On détermine rapidement

1 MMz

X1=Xp==c-— 0 -coswt
2 M;p+My
Yi=Y2= lMg-(g—avw2~sinu))f)
2
Z1=0
Cor. 16, Sujet page 102

A. Modelisation
Q1. Etude cinématique
Qla. Graphe de structure

L3 : Ponctuelle de nor-
male (A, x])

Lo : Pivot, axe

Ly : Pivot glissant
(0.%)

d’axe (A, Xg)

L1 : Pivot, axe
(0, %)

Q1b. Le mécanisme comporte I =1+ 1+5+2 =9 inconnues cinématique pour une seule boucle y = 1
soit E¢ = 6 équations cinématiques, le rang ne peut pas dépasser r: = 6 le mécanisme est donc au moins mobile
d'ordre m=1,—r;=3.

Le mécanisme possede, m = my, + m; = 3 mobilités,
- une mobilité utile (la transformation du mouvement de rotation de I'arbre d’entrée en mouvement os-
cillant du piston) ;
- deux mobilités internes :
- larotation du piston autour de (A, Xg),
- arotation du plateau autour de (O, x}).
On détermine le degré d’hyperstaticité a partir de la relation m — h =1; —E; donc h = 0, le mécanisme est isosta-
tique.
Q2. Si on modélise la liaison L3 par une liaison cylindre plan, les mobilités du mécanisme ne sont pas modifiées,
par contre le degré d’hyperstaticité augmente & = 1. Le choix d'un contact linéaire permet de répartir 'effort du
piston sur le plateau, non pas sur un point mais sur un ligne et ainsi de diminuer la pression de contact et limiter
l'usure.

B. Détermination du ressort
Q3. Cinématique

Q3a. Le point A est toujours compris dans le plan (0, X3, ¥0), on peut donc écrire OR = x5 X -R-70. Le
vecteur OA est un vecteur du plan du plateau, ﬁ est la normale au plan, donc 0A- 37; =0.

Q3b. 171) =cosa-X] +sina-cos0-yg +sina-sin®-zg

b d
OA X} =0
(xa- X —R-¥0) - (cosa- X +sina- cos 8- yg +sina-sin-z5) =0

xp-cosa—R-sina-cos=0
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finalement
xp =R-tana-cosf
dxal(t .
Q3c. Vges/o = é\t( ) X0 =—-R-tana-0-sin0-xg
—— d —— . R
etTge3/o = aVGeg/O =-R-tana- (B-sin6+62-cosB)- %
0

La vitesse de rotation de I'arbre est constante : T ge3/q = —R- tana- 62 - cos0- X3.
Q4. Efforts extérieurs
X32 O
Q4a. Danslabase ()?{ ) }7;, zi), laliaison ponctuelle plateau piston de normale )7; s'écrit: {dzas} =40 0
0

soit dans la base (X9, y0,20)

X32 -cosa 0
{oty_3} =4 X32-sina-cos® 0
X32-sina-sin® 0
(51.4)

Le torseur des actions transmissibles par la liaison pivot glissant entre le bati et le piston s’écrit :

0 0
{#y_3}=1Yos Mos
Zo3  Noz Ja

2

Q4b. Laction mécanique développée par le ressort en position point mort droit (6 = 0°) est maximale et
proportionnelle al'’écrasemente=1; — [ :
FRyax=-k-e

. Pendant la phase d’aspiration, le piston recule et I'effort développé diminue de k-Rtana (1 —cos6) d’out
FRy_3 = —k(e—Rtana(1 — cos0)) - X3.

Q5. On isole le piston pendant sa phase d’aspiration, il est soumis aux trois actions mécaniques ci-dessus. La
projection de I'équation sur X3 de la résultante issue de I'application de PFD au solide 3 donne :

-,
m-Tgesjo-Xo =X32-cosa—k(e—Rtana (1 —cos0))

-m-R-tana-02 - cos0 =X32-cosa—k(e—Rtana (1 —cos0))

d’olt
X32-cosa=k(e—Rtana (1 —cos0)) — m-R-tana-02 - cos0

Q6. Pour que le piston soit toujours en contact, il faut X3» >0

k(e—Rtana(l—cosS))—m~R~tana~92-cosﬁ>0

k(e—Rtana(l —cos0)) > m-R-tana-0%-cos0

-R-tana- 6% cosB
f> TR €8T 5330Nm ™!
e—Rtana (1 —cos0)

avec = 2%% -N=314rads™!,et0=m.

Cor. 17, Sujet page 104
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A. Etude cinétique
QL

— > > —_— — 1 —
A1G3 =A1By +B1G3 s0it A1G3 = ay; —df(]>+ 5)76+ hzg

=a-0-z1
0

R d — —
VGsesio = [aAle]o =al—y

dt

d . R
I'Gzesro = [aVG3€3/0]0 =a-b.z7-a 6.3

—

. . . L = -V
Q2. Le solide 3 est en translation circulaire Qz, = 0 donc {7/3/0} = {mg BG>3 53/0}
Gs

B. Etude dynamique
Q3. Tracer le graphe de structure du mécanisme.
Q4. Nous allons isoler successivement les solides 3, 1 et 2 en projetant a chaque fois sur la direction du mouve-
ment, c’est a dire :
- solide 3 : mouvement de translation dans le plan d’oli projection du théoréme de la résultante dyna-
mique suivant y7 et z7 ;
- solide 1, mouvement de rotation d’axe (A, x7) d’oit projection du théoreme du moment dynamique en
A1 en projection suivant X7 ;
— solide 2, mouvement de rotation d’axe (A, X7) d’ou projection du mouvement dynamique en A en pro-
jection suivant X7.
Solide 3 : on isole le solide {3}, le PFD s'écrit :{s#) _ o} + {f,_ 4} + {Pg—3} = {@3/0} avec

713 Ni3 723 Nos

7 7,7

X13 0 X23 0 —Ms - g?
{of)_3}=4Y13 M3 {3} =9 Yoz Mas {Pg—3} = { % O}
By By G3

x1,?%,? (XOv , )
_ A = N2 —>
{@3/0}={M3'F_G,3€3/0} ={M3(a-e-z1v:a~9 'M)}
0 G 0 Gs
On choisit d’écrire les torseurs d’actions de liaison dans la base (JT{ , )7{, z_f ), d’ou1le théoreme de la résultante
en projection suivant 7 et z;
Yi3+Yo3+M3-g-sinf=-Ms- a-62213 +7Z23—M3-g-cosO=Ms- a-6 (3.17)

Solide 1: Le PFD s'écrit : {;_} +{sty_,} +{€ 801} ={21/0} avec

Xo1 0 X13 0
{y_1}={Yor Mo {oty 1t =—{ch_s}=—-{ V13 Mg
Zoy Noi)a Z13 Ni3)B1
(>1.¥1.21) (x1.71,21)

{€00-1}= {Cmodﬁ’}vp

PR TSI PR . . . . s > T

On choisit d’écrire ici le théoreme du moment dynamique en A} en projection suivant xo = X7 : 8a,,1/0*X0 =
T,
Ma, ext—1" X0

oS O D

AL 0 0
oA 1/0=9A, 1) Q=0 By -Dpf- =A1-0-X7
0 -D; C1

= > — — A o=
8a,,1/0° X1 = X1=A1-6-%

0

d N
—0
qioAL10
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3 Dynamique du solide

1l ne reste qu’a déterminer le moment du torseur de I'action de liaison de 3 sur 1 en A; avant d’écrire le

théoreme du moment dynamique.

X13 0 X13
{ety_13}=—{ Y13 M3 =—4{Y3
Z13 Nz B Z13

a-713
Mis
Niz—a-Xj3) A

G1y1210) G1.y121)
d’ot finalement I'équation du moment en A} suivant X7
Cm-aZi3=A;-0 (3.18)
Solide 2: le PFS s'écrit {of, _,} +{fs_,} ={Z2/0} avec
Xo2 0 Xo3 0
{2} ={Yo2 Moz {3 pt=—{cy_3}=—{ Yoz Mas
Zoz  Noz2 )22 Zp3  No3z Bz
(x1.y1,21) (x1.y1.21)
La masse et I'inertie de la barre 2 étant négligeable, {20} = {1}
Le torseur de I'action de liaison de 3 sur 2 s’écrit en Ay :
X23 a-Z3
{sty ot =—{sty g} =—{ Va3 M3
Z23  Nog—axps)h2
(x1,71,71)
d’ot1 la projection du théoréme de moment dynamique en Ay sur X7
a-Zy3=0 (3.19)
A partir des 3 équations 3.17, 3.18 et 3.19 on peut déduire I'équation différentielle du mouvement :
Cm:(M3~a2+A1)é+a~M3Ag~cose (3.20)

Q5. Déterminer alors le couple moteur, et tracer I'évolution de celui-ci sur le graphe des vitesses.
A partir du graphe des vitesses, on peut intégrer sur chaque intervalle I'équation différentielle pour déter-

miner Cp;. On pose w(f) = 0 et wmax) = Omax

w
=}
|

25

20

o

T = I A A A Y

t

LI e = e e B e~ B B B s
0 25 5.0 75 JATAN 125 A150 175

FIGURE 3.15 — Evolution du couple moteur
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w
€10, t4] o) =24
ta
t€ltg, tc—tal () =0max (3.21)
w
telte—tate] o) =-——2% . t1+wg
a
tc e

avec f w(dt= g (la marche motorisée tourne d’'un quart de tour), on en déduit : Wmgx = m
0 *Ue—la

d’ot1 la courbe de couple figure3.15 (tracée pour des valeurs fictives A] = 1kgm?, M3 = 30kg, a := 30cm)

C. Efforts de liaison
Q6. Pouvez-vous déterminer tous les efforts de liaisons ?
Non, le mécanisme est hyperstatique

Ic=4E.=6 m—-h=1.-E¢ (3.22)
m=my =1d ol h=3 (3.23)

1l faut donc imposer 3 inconnues de liaison pour résoudre complétement le mécanisme
Q7. Proposer si nécessaire une modification de la liaison en By.

11 suffit pour rendre le mécanisme isostatique, de transformer la liaison pivot entre 2 et 3 par une liaison
Sphere Cylindre (linéaire annulaire) en By d’axe (B, x1).
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CHAPITRE 4

PUISSANCE ET ENERGIE

4.1 Puissance des efforts extérieurs

Soit un ensemble matériel (E), en mou-
vement par rapport a un repere Z.

L'ensemble matériel (E) est soumis a une
action mécanique (ponctuelle, de pression,
a distancgﬂc.) représentée par une densité
de force f(P) (ou champ de force ) relative
a la mesure du (dm, dv, ds,...) en chaque
point P de (E).

La puissance développée a un ﬂant t
par 'action mécanique de densité f(P) rela-
tivement a dp dans le mouvement de (E) par
rapport au repere %, est :

Pro iz :/]C(—P))'VP/% dp. (4.1)
E

=l

vy
Vpi%
dp/
E
O N

ny

dp représente soit un élément de masse (dm ) soit de surface (ds ) ou de vo-
lume (dv ) suivant la nature de la densité de force.

La puissance s’exprime en Watt.

La puissance dépend du référentiel, lorsque le référentiel d’étude est un réfé-
rentiel galiléen, on parle alors de puissance galiléenne.

Puissance développée par la pesanteur Le champ gravitationnel est un champ
volumique, il agit sur chaque élément de masse dm de I'’ensemble matériel
E. La densité de force s’écrit f(P) = p(P)- g(P) avec

117
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— p(P) :1a densité du systéme matériel au point P;
— g(P) :le champ gravitationnel au point P.

La puissance développée par la pesanteur sur '’ensemble matériel E est :

Pg gz = /P(P)-ﬁ-vp/@ dv. (4.2)
E

Puissance développée par les actions de pression Les actions de pression sont une
densité de force surfacique, l’élémﬂ) d’intégratiggfst donc du = ds. Lac-
tion de la pression est définie par: f(P) = —p(P) - n(P) avec
- @ :la pression au point P;

— n(P) :lanormale a la surface au point P.
La puissance développée par les actions de pression s’exprime :

Py k%= /—P(P)-W-VP/% ds. (4.3)
E

4.2 Cas du solide indéformable

4.2.1 Enoncé

La puissance mécanique développée par les actions mécaniques agissant sur
un solide S au cours de son mouvement par rapport a un repere % est égale au
comoment du torseur cinématique du solide S dans son mouvement par rapport
au référentiel Z et du torseur des actions mécaniques agissant sur S.

4.2.2 Démonstration

Soit un solide S en mouvement par rapport a un repere %.
Le mouvement de S par rapport a & est caractérisé par le torseur cinématique :

Qs/z }
Ve = .
s} {VA€S/§/Z A

Le solide S est soumis en chaque point P a une action mécanique caractérisée
—_—>
par la densité de force f(P). Cette action mécanique élémentaire est décrite par le

torseur :
dF = F(P)dp
0 .



4.2 Cas du solide indéformable 119

Laction mécanique globale sur le solide S est déterminée en intégrant I’action
élémentaire en chaque point sur la totalité du solide d’ol1 :

Ry_s = [ fP)dy

— S N
{gf_’s} - MA,f—'S :fAP/\f(P)dH
S A

Par définition, la puissance développée par cette action mécanique sur le so-
lide S s’exprime :

P]‘(_Pi—»S/@:/f(P)'VPeS/@ dp.
5

Compte tenu de la relation de composition des vitesses du solide :

—>
Vpes/z = Vaes/z + Qs N AP

la puissance développée devient :

Prwi—sia :/f(P)'(VAGS/?/Z +Qg/2 /\Kﬁ) du
S
:/]%—P;'VAES/%dM+/]%—P5-(QS/@AE) dp
S S

en permutant les termes du produit mixte puis en sortant des intégrales les termes
indépendants de dp.

Pm_,s/%:/f(P)'VAES/% dll'*‘/QS/%'(@’/\f(—P),) dp
5 S

:VAes/@-/f(P)dpms,@-/(AFAfTr?)) du
S S

Sous cette forme, on reconnait le comoment du torseur cinématique et du torseur
des actions mécaniques transmissibles :

5 J f®)dp
P ={ Qs /7 } ®d S, (4.4)
FRI=SI% = \Vaesiz) , | [AP A f(P)dp
N A

={%at® {gf—»s} (4.5)
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Remarque 1: Le comoment des torseurs ne dépend pas du point A choisi mais
les deux torseurs doivent étre réduits en un méme point avant d’effectuer le calcul.
On choisit le point de réduction qui permet le calcul le plus simple possible.

Remarque 2 : La puissance calculée dépend du repére dans lequel on la cal-
cule. Si le repere de calcul est galiléen, on parle alors de puissance galiléenne.

4.3 Puissance des efforts intérieurs

4.3.1 Puissance des efforts de liaison

On se propose maintenant de dé-
terminer la puissance des efforts inté-
rieurs a un systeme de solides indéfor-
mables.

Soient le systeme matériel X consti-
tué de deux solides S; et S, en mouve-
ment par rapport a un repére % et liés
entre eux par une liaison L.

Les puissances développées par les
actions extérieures a S; et S, respec-
tivement sur chacun de ces solides en
mouvement par rapport au repere 2 FIGURE 4.1 - Puissance des Inter—efforts
s’écrivent :

P(Siwsl/@] - P(E—»sl/gz) +Ps,—s,1%)

P(@—»Sﬂ%) P(f—»sz/gz) +Ps,—s,1)

en sommant ces deux égalités

P(sT—»sl/gz) + P(si—»sz/@] - P(E—»sl/@) + P(E—»sz/@) +Ps,—s11) T Ps1-8:0%)

avec

Ps,—s1/) = {f/'\sz—»sl} ® {7/51/92}

et Ps,—s,/) = {gsl—»sg} ® {7/32/@}
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P(sﬁ—»s]/gz) + P(@—»sz/gz) = S)

[£-s1) 1T o
=P(i—»2/<%)+{ Sz—’sl}g’{ysl/ } {%rsl}@{%z/%}
(eom) * {Zsms o ({7
o]

On reconnait la puissance des efforts extérieurs sur le systeme matériel

P(i—»z@)
et la puissance dissipée dans la liaison entre les deux solides de X

Cette puissance est indépendante du repére de calcul. On nomme cette puis-
sance, puissance des inter—efforts et on la note :

Ps,—sy) =P(s,—s,1%) + Ps,—s,/1%)

ou P(SIHSZ) = {951_,52} ® {7/52/81} 4.7)

avec {952—»51} le torseur des actions mécaniques transmissible par la liaison et

{7/51 /sz} le torseur cinématique.

Remarque : La puissance des inter-efforts de liaison est indépendante du re-
pere et du point de réduction choisi pour la calculer, comme pour tout comoment,
on choisira un point judicieux pour I'écriture des torseurs.

4.3.2 Liaison énergétiquement parfaite

On dit qu'une liaison entre solide est énergétiquement parfaite lorsque la puis-
sance des inter-efforts de liaison est nulle :

Ps, s, =0. (4.8)

4.3.3 Contact ponctuel réel

On se propose de déterminer a quelles conditions une liaison ponctuelle est
énergétiquement parfaite.
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Soient deux solides S; et S, en
contact ponctuel enI (figure 4.2). Le tor-
seur des actions transmissibles par la
liaison ponctuelle réelle en I du solide Sy
sur le solide S, s’écrit :

Cone de
frottement

'

Ri—2=Nj2- 7; +To
{Wl—»z} =\v. > N
MI,I—»Z = Mplg n +MT12 I

avec

- 7, la normale au plan tangent au
contact orientée de Sy vers So,

— N2, la projection sur 77 de la ré-

—
sultante du torseur R;_ o, —
— Vie2n1
— Ty2, la composante dans le plan
—
tangent de R;_., (la direction est a
priori inconnue),

— Mp12, la projection sur 7 du mo-
ment du torseur (moment de pi-
votement autour de l'axe (I, 77)),
Mty )

- Mryp, la composante dans le p]an FIGURE 4.2 — Contact ponctuel réel

tangent (moment de roulement).
Le mouvement de S, par rapport S; est définie par le torseur cinématique sui-

vant :
it =1

— Qp12 : composante de pivotement autour de (I, 77),
>
- Qrj2 : composante de roulement dans le plan tangent.

— o
Q21 =Qp12-n +Qr12}
—

Vie2n I

a) Détermination de la résultante

Les lois de Coulomb permettent de déterminer la résultante de I'action réelle
entre deux solides en contact ponctuel, en fonction des trois cas suivant :

Absence de frottement : alors la résultante ne comporte qu'une composante nor-
male, la composante tangentielle est nulle quelque soit le mouvement :

Ri—2=Npp- 7 (4.9)
—
Ti2=0 (4.10)

Frottement et glissement : la vitesse de glissement est non nulle ( VITZ/I #0 et
Viea - 7 =0).
Les lois de Coulomb précisent almue composante tangentielle de la ré-
sultante est colinéaire au vecteur Viez,, mais de sens opposé (les frottements

~
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s’opposent au déplacement) et que le module de I'effort tangentiel est pro-
portionnel a la composante normale :

Vieain ATz = 0 et Viez2/1-T12 <0 (4.11)
|7z = £l (4.12)

f estle coefficient(facteur) de frottement entre les deux solides, il dépend de
la nature des matériaux en contact, de la qualité des surfaces frottantes et de
la lubrification. La résultante de I'action de contact entre les deux solides est
sur le cone de frottement(figure 4.2). Si on note ¢ le demi-angle au somment
alors f =tan¢.

.y
Frottement sans mouvement Vicy;; = 0, le module de la composante tangen-
tielle n'est alors connu que par une inégalité,

|T] < £l (4.13)

et sa direction ne peut étre déterminée (la résultante est dans le cone de frot-
tement). Pour déterminer les composantes, on se place a la limite du glisse-
ment, on peut alors écrire :

|Ti2] = £ 1Nl (4.14)

La direction est déduite de la direction supposée du mouvement avec

> 7. = - T = i . A 1
Vie2/1' A = 0 et Viez/1'- 1 <0 en posant Viep 1’ la vitesse supposée de glis-
sement en I.

A ces trois cas on peut rajouter le cas

—_— —> .
Roulement sans glissement: Vie»/, = 0, siles frottements ne sont pas nuls, alors
on se trouve dans le cas précédent avec

|72 = £ 1Nl (4.15)

b) Détermination du moment Mj;_.,

Par analogie avec le frottement de glissement, on définit un couple de résis-
tance au pivotement et un couple de résistance au roulement. Ces couples résis-
tants interviennent dés que le contact ne peut plus étre considéré comme ponc-
tuel mais suivant une surface localisée (écrasement), la répartition non homogene
des actions élémentaires de contact créant alors ces moments résistants.

Les lois de contact entre deux solides sont complexes, et des lois semblables
aux lois de Coulomb pour les frottements de glissement ont été formulées pour
modéliser ces phénomenes.



124 4 Puissance et énergie

s . . —_—> —> —
Résistance au roulement : si Qry, # 0, alors “Mng“ = h-|Ny2| avec h le coeffi-
cient de frottement de roulement ;

Résistance au pivotement: si Qp;» # 0, alors |Mp12| = k-|Nj2| avec k le coeffi-
cient de frottement de pivotement..

Remarque : les deux coefficients £ et k sont homogénes a une longueur.

c¢) Puissance dissipée par un contact ponctuel réel

L. e — xd
Nous supposerons que les moments résistants sont nuls My, = 0.
Par définition la puissance des inter—efforts dissipée par une action de liaison

Psiosy = {*Qfsz—»s1 } ® {7/51/52}
IR > P
_JR1im2=Nypp-n+Tp Qo
P(Sr—*Sz) = - = R —>
Mp1—2=0 1 Wie2in)
— . —_—
P, s, = Viez/1- (le' n +T12) avec Viez/1-n =0

— —
P s, =Viez/1 - Tr2

Finalement cette puissance est nulle lorsque :
. . Ee— —>
- lavitesse de glissement est nulle Viez/; = 0

—>

- la composante tangentielle est nulle T1, = 0 (pas de frottement).

d) Liaison ponctuelle normalisée

Une liaison ponctuelle en I de normale X est définie par le torseur cinéma-
tique :
wy 0
ont=qowy vy

w; Vz);
(¥.7.7)

Le torseur des efforts transmissible est décrit par le torseur quelconque suivant :

X L
{1 of=4Y M
Z NJ,

(x7.7)

Déterminons la puissance des inter-efforts.
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X L w, O
P(Sl‘_’SZ) =<Y M ®4 w; Vi
Z N), w; Vi)
(x77) 772

Cette puissance est nulle quel que soit le mouvement si
Y=0,Z=0,L=0,M=0etN=0

Le torseur des actions transmissibles s’écrit alors :

X 0
{42{1—»2}: 0 0
0 0),
(¥.7.7)

On retrouve le torseur des actions transmissibles par une liaison ponctuelle
(annexe A.1.1). Par définition une liaison normalisée est énergétiquement parfaite.

4.3.4 Liaisons normalisées réelles

Les liaisons normalisées, telles quelles sont définies dans le tableau en an-
nexe A.1.1 sont, par définition, parfaites. Si on souhaite adopter un modele plus
réaliste, il est nécessaire de modifier le torseur des actions transmissibles.

Par exemple, pour une liaison pivot d’axe (O, X) les deux torseurs normalisées
(cinématique et efforts transmissibles) sont :

wy 0 X 0
{Fant=q0 0 et {of)_}={Y M
0 0 0 Z N o
(7.7) (F7.7)

Le torseur des actions transmissibles réel s’obtient en ajoutant une compo-
sante non nulle a la place du zéro :

X If
{&{1—»2} =yY M
Z N

}Tlo
<!
w|
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D’ot1 la puissance dissipée par la liaison :

P8y = {ﬂsz—»s1 } ® {7/51/52}

X I wy 0
P55y =qY M ®y 0 0
Z N 0 0 0 o)
F7.) F7.7)

P(Sl<—>52) = Lf Wy

4.4 Travail et énergie

Soit un ensemble matériel E soumis a 'action mécanique représentée par la
densité de force f(P) en chaque point P .

4.4.1 Travail

On appelle travail d'une action mécanique entre I'instant ¢; et I'instant #,, la
quantité obtenue en sommant la puissance développée par cette action méca-
nique entre ces deux instants :

153

2]
Wi (F@—E/z) =/t1 P(]“(_Pi—»E/gz)dt . (4.16)

4.4.2 Energie potentielle

Lorsque l'action mécanique est une action conservative (une force est dite
conservative lorsque le travail produit par cette force est indépendant du chemin
suivi par son point d’action), alors le travail de cette force peut se mettre sous la
forme d’une différentielle totale exacte. Le travail ne dépend plus alors que des
états initiaux et finaux de 'énergie potentielle :

Wg(f(—P)»_’E/@) =—(Ep(t2) —Ep(t). (4.17)

La puissance développée par f(p) s'obtient donc par dérivation de 1'énergie
potentielle :
dE,

& = P (4.18)

On dit que la puissance « dérive » de I'énergie potentielle.

On ne peut définir I'énergie potentielle que si 'action mécanique est conser-
vative (gravité, action d'un ressort,...).

L'énergie potentielle est alors une primitive de la puissance, elle n’est définie
qu’a une constante pres.
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4.5 Théoreme de I'énergie cinétique

4.5.1 Enoncé

Pour tout mouvement d'un systéme de solides X , la dérivée de I'énergie ci-
nétique galiléenne de X est égale a la somme de la puissance galiléenne dévelop-
pée par les actions mécaniques extérieures s’exercant sur X et de la puissance des
inter-efforts entre les solides de E.

d
T [Ec(z,@g)] =Pls i, +Pine (4.19)

4.5.2 Démonstration dans le cas d’un seul solide

Soit un solide S de masse m en mouvement par rapport a un repére galiléen
R g. Le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a ce solide s’écrit :

Ve

e | i)
A

Multiplions chaque membre de I'égalité par 0 Xg
le torseur cinématique de S par rapport au re-
P ——

R o Q
peére galiléen {7/5 R } = 2% L Zg
g VA
€SI ) o

FIGURE 4.3

s} @ Fssa, ) =175 s} @ ot

&F(I’/%_g)d,m Qs/z, | _ ) Rg_g Qs/a,
—5» = ®
Vaesizzy ), |(Mag—s), (Vaesiz, ),

Le terme de droite représente la puissance galiléenne développée par les ac-
tions mécaniques extérieures a Ssur S :

P _JBss o) Osim,
(S—»S/@g) MA,§—>S A VAES/%g A

Développons 'autre terme.
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r dm
is) (P/%g) Qs
{@S/‘@g} © {7/8/%&’} SfAP AF(P/%g)dm ® VAeS/Q;g A

= (/F(P/@g)dm) “Vaes/z, + /AP/\F(P/gzg)dm Qg/2,
s
S

—
Vaes/z, estindépendant de la masse, on peut donc le mettre sous I'intégrale sans
changer le résultat,

{@S/%g}®{7@/%g}Z/Sr(p/gg)-VAes/@gdm+ /AP/\F(p/gg)dm -Qs/gg
S

—>
en remplacant Vaesiz, = Vres/a, + 2s/%, NPA

{gsxgzg}Qb{stgzg} = /SF(P/%g) : (VPES/%g+QS/gag /\P_A))dm

+ /AP/\F(p/ggg)dm '.Q.S/ggg
S

{95/92g}®{7/s,/@g} = /ST(P/@g) 'VpeS/gzgdm+/sF(p/@g)'(55_/},};/\?7&) dm

+ /AP/\F(p/@g)dm 'Qs/@g
S

La somme des deux derniéres intégrales est nulle (produits mixtes opposés)

{%gzg} ® {7/S/gzg} = /ST(P/%g) *Vpes/z,dm

Par définition

d
_VPES/%g] =T'p/a,), en remplacant
dt 2,

{@13/%g}®{7@/@g}=/s[%Vpes/@g]% “Vpes/z, dm
4
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du? du
On reconnait sous le signe intégrale la forme différentielle a4 - 2-u-—.

v 2
(Do} o s} = [ 3 e am

Compte tenu du principe de conservation de la masse on peut inverser I'intégra-
tion et la dérivation.

(et o Pora = | [ 3Tram]

On reconnait la définition de I'énergie cinétique.

{93/%} ® {7/5/%} = % [TS1%4]

On retrouve donc la définition du théoréme de I'énergie cinétique pour un so-
lide (pas de puissance des inter—efforts pour un seul solide) :

% [TS/%g] = p( (4.20)

S—S/%,)"

4.5.3 Démonstration dans le cas de deux solides

Soit un systéeme matériel X com-
posé de deux solides S; et S, en mou-
vement par rapport a un repere gali-
léen %, et en liaison I'un avec 'autre.
Le théoréme de I'énergie cinétique ap-
pliqué a S; s’écrit :

d _
a@ [T(Sdgzg)] - P(Sil—’sl/gzg),

de méme pour S,

d
at [T(Sz/%g)] = P(S—z_,sz/%g)-

La puissance des actions exté-
rieures sur S; est la somme de la puis-
sance des actions extérieures a X agis- FIGURE 4.4 — Théoréme de I'énergie cinétique
sant sur S; et des actions de liaisons de
Sosur S;.
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d
dt [T(Sl/ﬂg)] = P(iasl/ﬂg] - P(E—»sl/gzg) +P(s,—5,/%,)

de méme pour S,

d
dt [T(Szfgi’g)] = P(s*psz/gzg) - P(E—»sz/gzg) +P(s,—s,12)
En additionnant les deux égalités

d d
a [T(sl/%g)] T [T(s2/gzg) = P(E—»sl/@g) +Ps,—s,12,) T Pz—s,2,) T P(s1—8,1%,)

d
a [T(Z/@g) - (P(Zﬁsll(%g) + P(z_'SZ/%g)

+ (P(SZ—»S]/%) +P(s]—»sz/92g))

d

On retrouve donc le théoréme de I'énergie cinétique dans le cas de deux so-
lides.

4.5.4 Généralisation a n solides

Le théoreme de I'énergie cinétique pour un ensemble matériel de n solides
s’obtient en généralisant la relation pour deux solides.

d
T [T(z,gzg)] =Pls s, * Pinex 4.21)

4.5.5 Utilisation

Le théoréme de I'énergie cinétique permet d’obtenir une équation différen-
tielle du second ordre caractéristique du mouvement, cette équation n’est pas in-
dépendante des 6 équations obtenues a partir du PFD.

Le théoreme de I'énergie cinétique est efficace pour déterminer ’équation dif-
férentielle du mouvement dans le cas d'un mécanisme a un seul degré de mobilité.

Le théoréme est difficile a mettre en ceuvre siles puissances intérieures ne sont
pas nulles ou ne dérivent pas d'une fonction de force invariable (énergie poten-
tielle).

4.5.6 Intégrale premieére de 'énergie cinétique

Lorsque les puissances des efforts extérieurs et intérieurs a un ensemble de so-
lides Z sont nulles ou dérivent d'une fonction de force (énergie potentielle au signe
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pres), ces puissances peuvent alors étre mises sous la forme d’une différentielle de
I'énergie potentielle :

d
Le théoreme de I'énergie cinétique s’écrit donc :
d [Tz/gz ] -4 [E,(®)]. (4.23)
dt d dt”

En intégrant cette équation on obtient :
Ty/z, = —Ep(X)+K (4.24)

avec K constante d’'intégration. Cette équation est 'intégrale premiere de I'énergie
cinétique, c’est une équation différentielle du mouvement du premier ordre.
On écrit plutot cette relation sous la forme :

Ts/z, +Ep(X) =K. (4.25)

On reconnait en posant K = E;;(£) la relation caractéristique de la conserva-
tion de I'énergie mécanique. L'énergie mécanique totale est la somme de I'énergie
cinétique galiléenne et de I'énergie potentielle :

Tsiz, +Ep(Z) =En(2). (4.26)

4.6 Exercices

Exercice 18- Retourneur Corrigé page 136
extrait E3A

Un mécanisme de transport de pa-
pier utilise pour un transfert entre deux
postes de travail, un retourneur. Une
bobine de papier est placée sur le re-
tourneur puis celui-ci effectue une ro-
tation d’axe (0, X;). Le retourneur est
en liaison pivot parfaite avec le bati. Un
couple moteur de module C,, est appli-
qué sur le retourneur.

La bobine (B) est un cylindre creux
de diametre extérieur D, = 330mm,
de diametre intérieur D; = 120mm,
de hauteur & = 98mm, homogene de
masse Mg = 6,5kg et de centre de gra-
vité Gg (O—Gg-ﬁ) =¥, Y8 = 350mm).

FIGURE 4.5 — Retourneur
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Le retourneur (R) est de masse Mg (Mg = 22kg ), de centre de gravité Gg
(OGg - 371' = ¥R, ¥r = 200mm), la matrice d’inertie du retourneur en O dans la base
(x0,¥1,21) §écrit::

A -F -E
Jo®)=|-F B -D
-E -D C ),

(%0.y1.21)

avec A = 0,35kgm?, B = 0,28kgm?, C = 0,57kgm?, D = 0kgm?, E = Okgm? et F =
0,2 kgmz.

Q1. Déterminez la matrice d’inertie en Gg de la bobine dans base (%,37{,2{) .En
déduire le moment d’inertie par rapport a (O, x5) de la bobine.

Q2. Déterminez le moment d’inertie de I’ensemble X ={retourneur, bobine} par
rapport a (O, Xp).

Q3. Faire I'inventaire des actions appliquées sur ’ensemble X.

Q4. Déterminer I'énergie cinétique de I'’ensemble X.

Q5. Déterminer la puissance des efforts extérieurs sur cet ensemble.

Q6. Déterminer, a partir du théoréme de I'énergie cinétique, 'équation différen-
tielle du mouvement.

Exercice 19- Meule a huile Corrigé page 137

La meule tournante (2), entrainée en rotation par le bras (1), roule sur le socle
en pierre (meule dormante) (0). La meule cylindrique d’épaisseur e = 200 mm, de
rayon R, de masse M et de centre d’inertie B est en liaison pivot d’axe (B, X ) avecle
bras et celui-ci est en liaison pivot glissant d’axe (O, zg) avec I'axe vertical solidaire
du socle. Ces deux liaisons sont supposées parfaites.

La meule roule sans glisser au point I sur la meule dormante. On note f le
coefficient de frottement entre la meule et le socle.

La masse et I'inertie du bras sont négligeables devant celles de la meule.

On note (T; = Cq - 20, le couple moteur agissant sur le bras.

Le référentiel associé au socle (0) est supposée galiléen.

A. Etude cinématique
Q1. Ecrire les torseurs cinématiques des liaisons 1/0 et 2/1.
On modélise la liaison entre la meule tournante et le socle par une liaison cy-
lindre plan.
Q2. Donner le torseur de cette liaison.
Q3. Ecrire la fermeture cinématique.

Q4. A partir de la condition de roulement sans glissement en I, déterminer la rela-

ti tre & = - et O do
monenirex=—=¢€ = —.
dt dt
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- (0,0, 0, 0) associé a la
meule dormante;

- (A,x1,1,20) associé au
bras;

- (B, x1,¥2,22) associé a la
meule tournante;;

- (%0, %) =«;

- @’ J72>) :e; N

- OA=R-z;,AB=a-y;;

— Les trois points I, J et
K appartiennent a la
ligne de contact entre
la meule tournante et le
socle, J et K les points
extrémes, I le milieu.

FIGURE 4.6 — Meule a huile

Q5. Déduire le torseur cinématique en
I de la liaison entre de 2/0.

2 . S S brid
Q6. Déterminer Vjeo/o €t Vke2/o n
Q7. Représenter sur le schéma ci- J
dessous l'allure de la vitesse de glisse- K x
ment pour tout point du segment KJ.

>,
£1s . X0
B. Modélisation des efforts

Q8. Ecrire les torseurs des efforts trans-

missibles pour les liaisons 1/0 et 2/1.
FIGURE 4.7 — Schéma a compléter

On se propose maintenant de déterminer le torseur de I’action de contact entre
la meule et le socle.

Soit P; un point du segment KI et P, un point du segment IJ.

On note p) la pression linéique de contact entre la meule et le socle (supposée

constante).
P,

Q9. A partir des relations de Coulomb, décrire I'action élémentaire de contact dF,’ ,

—
au point en P; et ngi2 en P,.

Q10. Représenter graphiquement sur le schéma ci-contre I'allure de la compo-
sante tangentielle de cette action de contact pour tout point du segment KJ.
Q11.Déterminer le torseur des efforts transmissibles par cette liaison en I. Montrer

_ Mg
que p) = e -
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C. Etude dynamique

Q12. Enoncer le théoréme de 1'énergie cinétique. Préciser le systeme a étudier
pour obtenir le couple moteur.

Q13. Déterminer I'énergie cinétique de la meule dans son mouvement par rapport
au référentiel associé au socle (supposé galiléen).

Q14. Déterminer la puissance des efforts extérieurs.

Q15. En déduire I'équation différentielle donnant le couple moteur C,,.

Exercice 20- manége Corrigé page 141

Un manege (figure 4.8) est constitué d'un plateau (1) libre en rotation par rap-
port au sol 0 (liaison pivot d’axe (0,%)) et d'une nacelle (2) sur laquelle peuvent
prendre place des enfants.

FIGURE 4.8 - Manege

La nacelle est en liaison pivot d’axe (A, zy) par rapport au plateau.

— Le repere (0, X0, Yo, 20) est lié au sol et supposé galiléen ;

— lerepere (0, X1, y1,21) estlié au plateau avec zj = zg et a = (X0, X1) ;

N —_ — — S — — > — —> —>

— lerepere (A, X3, )2, z2) estlié alanacelle avec z1 = zg5, OA = a-X1 et p = (X7, x3).

Deux enfants s’installent sur la nacelle et mettent en mouvement '’ensemble en
. . . > —

appliquant sur le volant solidaire du plateau un couple C, = C, - zg.

Le moment d’inertie du plateau de masse m; par rapport a I’axe de rotation
estnoté I;. Le centre d’inertie du plateau est sur I'axe (O, z_(;)

On suppose les enfants solidaires de la nacelle (méme classe d’équivalence ci-
nématique). Le moment d’inertie de I'’ensemble formé par la nacelle et les deux
enfants par rapport a ’axe de rotation est noté I, et sa masse 1.
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Le centre d’inertie de 'ensemble formé par la nacelle et les deux enfants est
surl'axe (A, z3).

On pose : Q170 = w10 20, Q270 = Wa0 - 20, Q71 = W21 - 2o

Toutes les liaisons sont parfaites.
Q1. Tracez le graphe des liaisons de ce mécanisme.
Q2. Faites le bilan des actions extérieures et de liaisons.
Q3. Combien de degrés de mobilité posséde ce systeme mécanique ? En déduire le
nombre d’équations différentielles nécessaires pour étudier le mouvement.
Q4. Quelles équations peut-on écrire qui ne font pas apparaitre d'inconnues de
liaisons ? Justifiez.
Q5. Déterminez le moment cinétique de 'ensemble {1,2} en projection sur I’axe de
rotation, puis le moment dynamique.
Q6. Ecrivez le théoréme du moment dynamique en projection (O, zy), que constatez-
vous ? En déduire qu’il y a conservation du moment cinétique.
Q7. En déduire la relation entre wyg, w19, en fonction de wy; , I, I, m; et a.
Q8. Appliquez le théoréme de I'énergie cinétique a 'ensemble {1,2}, donnez la re-
lation liant le couple C, et wy;.

Exercice 21- Barriere de parking Corrigé page 143
On se propose de comparer d'un point de vue dynamique le comportement de
deux barrieres de parking.

>
Z{A Z
—>
»
G
0 -
O Y
FIGURE 4.9 — Barriere Type A FIGURE 4.10 - Barriere Type B

La barriere type A est un profilé en aluminium de longueur Ly =2-L =2m et de
masse My =2-M.

La barriere de type B est composée de deux demi-barrieres (1) et (2) de masse
Mg = M et de longueur Ly = L = 1m. La demi barriere extréme (2) est toujours
paralléle au sol (parallélogramme OAA,0O»).

On note Cy le couple moteur agissant sur la barriere de type A et respective-
ment Cg pour la barriere de type B.

Hypotheses et données complémentaires :
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— on modélise d'un point de vue cinétique, chaque barriere par une tige sans
épaisseur;
— le centre d’inertie de chaque barriére (demi-barriere) est a mi-longueur;
- la tige de rappel (3) de la barriére de type B est de masse et inertie négli-
geable.
Q1. Déterminer dans les deux cas I’équation différentielle donnant le couple mo-
teur nécessaire pour lever la barriére par la méthode de votre choix.
Q2. Comparer les deux couples moteurs Cp et Cg pour une méme loi de vitesse.
Conclure.

4.6.1 Corrigés
Cor. 18, Sujet page 131

Q1. La bobine est un cylindre creux, la matrice d’inertie est obtenue en «soustrayant» le cylindre intérieur du
cylindre plein. On connait la matrice d’inertie d'un cylindre plein (annexe A.1.2) ce qui permet d’écrire ici :

Fa Bob) =I5, Cpiein) —G5 Cint)

A; 0 0 Ap 0 0
=0 B; 0 +0 Bp 0
0 0 A;)Gp 0 0 Ap)Gs

G1.71.21) G1.71.21)
avec

o (RER? 1 s (B R? 1 )
Ap=Mp|— L+ |, Bp=2-Mp-Re Aj=M;(—=+-| Bi=7 MK
En posant p pour la masse volumique de la bobine.
MB:p~n~h~(R§—R§)
Ag=Ap-A;=M R%+h2 M R?+h2
B=p =R =M1y T2 T e T2
R2 2 2 B2
Ap=p-m-RZ-n[=2+—|-pn-RE-n|L+—=
B=PT e (4 12) S VIR T
R} -R? 2 Mg Ri—R? n2
Ar=o0-T-h Lo h—(R2_R2)= 2B i n
B=P s P 12( e l) 4 RZ-R2 V12
RZ+RZ 2 RZ +R?
Ag =Mgp 2 +E demémeBB =Mp 5

Q2. Moment d’inertie de 'ensemble X ={retourneur, bobine} par rapport a (O, fo’).

Io,5 (%) =133 B) +1o, 7 R)
Io,5 (B) =1g, 5 (B) + Mg - ¥ = A + Mg - y (théoreme de Huygens)

2 2 2
Io 32 (B) = M A +y2
%0 4 12 B

RZ+R? p2
I3 (5) =Mg | — ’+h—+y2
%0 4 12 7B

+A
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Q3. Inventaire des actions appliquées sur 'ensemble .

i ; ~Mp- g%
- Le poids de la bobine {&,_.p} = e ,
Gp

—Mr-92Z0
le poids du retourneur {&,_.g} = { Ra»gz()} ,
Gr

le couple moteur {6,,,_g} = {C 0 ?} ,
m*X0) yp

X 0
- laliaison pivot entre le bati et le retourneur {do—»R} =<Y M .
7 N | vpPe(0,%))

%, 7,¢
Q4. Lensemble X = {Retourneur +Bobine} est en rotation par rapport a I'axe (O, Xo) fixe dans le repeére galiléen
(Zg = R0). Lénergie cinétique galiléenne est donc:

RZ+R? 2 .
e4 ’+E+y]23)+A)(Z)~92.

1 1
ECZ/‘%gZEJO’fO*(Z)'e :E' MB

Q5. Puissance des efforts extérieurs sur cet ensemble.

P(f_,z/.%g) =Plg—Biag) T P(g—rimg) T P(Cm—Rigg) T P(0—~RIy)

-Mp g2} 0-X ;

P(g~B/ff7£g]:{ i }G ®{ y.=>( =—Mp-yp-cosf-0
B G

_|-Mr-g-% 6-X0 IRV
P(g—»R/gzg)_{ 0 }GR®{J’R'9'Z_1) o =-Mg:-yRr-cos6-0

| T 0-%| _
Pecm—Rizg) _{Cm.fo’}o(@{ T }O—Cm e
X 0 6 o0
ey {Y M) of
(%0.76.20) (%6.70.20)

P(Eﬁz/@g) =Cm-0-(Mg-yg+Mg-yg)-cosf-0

Q6. Déterminer, a partir du théoréeme de I'énergie cinétique, 1'équation différentielle du mouvement.

d
dt [ECZ/@g] = P(E~2/ﬂg) *Pinix

10,375(2%96:Cm~9—(MB-yB+MR~yR)~cose-é

2 2
MB Re+Ri +£2+y2
4 12 7B

+A[-6=Cp—(Mp-yp +Mg - yr)-cos8

Cor. 19, Sujet page 132



138 4 Puissance et énergie

A. Etude cinématique

Q=67 Qn=06-7
LWy Vo 1/0=11;ZO} Ay :{ 21 =0 1} '
Q { 1/0} { Vo B fupe(n ) { 2/1} o P )

Q2. Liaison Cylindre/plan de normale (I, zg) et de direction (I, X7) :

wy Vg
(k=40 Vy
Wz 0 )1

(*1,y1,20)
Q3. On écrit la fermeture cinématique
ot + {10t + 00,0 =101
On choisit d’écrire cette égalité en A, dans la base (X7, 1, 20) avec
—_— ——  —— ——
Vae2/0 = Viez/0 + AIAQz/0 = Viezj + (@ X —R-20) A (0x - X] + 0z Z0)

0 0 6 o0 o Vi
0 +<{0 0p—-<0 Vy—(a-wZ+R~wx) =0
0 0

a Vi Wz 0

o

d’ot les six équations :
0-wy=0 Vy=0
0=0et{ Vy=a-wz+R-wy
a—wz=0 Vip=0
On déduit de ces égalités wy = 0, w; =& Vig=0etVy,=0.
Il reste a déterminer Vy,.

Remarque : ce systeme d’équation permet de dire que le systeme est hyperstatique d’ordre i = 1 (équation
0 =0) et mobile d’ordre m = 2 (deux parametres indépendants).

Q4. La meule roule sans glisser en I donc Vy =0, d’ou
h=-2.4
=-f.a

0=-%.6 0
QS.{VZ/O}: 0 0
& 0)1
(¥1.71,20)
Q6.
e e S S
Vie2/0 = Viez/0 + 1 A Q20 -
X
LA TR =t Tt — ’
2 ! ! =3 ! Vkes/1

—_— > > —>
Vke2/0 = Viez/0 +KIAQ2/0
—E~e-x1/\(G-x1+(x-z0)——§~e~(x-y1 FIGURE 4.11 — Schéma corrigé

Q7.Voir 4.11

B. Modélisation des efforts

Xo1 Lo Xo1 0
Q8. {.Qfo_,I} =<Yo1 Mpn et {.912_4} =<Y21 My .
0 0 JvPe(az) Z31  Npp ) vPe(B3)
G1.71.%) G1.71.%)

On se propose maintenant de déterminer le torseur de I'action de contact entre la meule et le socle.

Soit P un point du segment KI et P> un point du segment IJ.

On note p) la pression linéique de contact entre la meule et le socle (supposée constante).
—_—

—_—
Q9. A partir des relations de Coulomb, décrire 'action élémentaire de contact ngLz au point en Py et ngi ,en
Py.
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Les lois de Coulomb permettent de déterminer
la composante tangentielle dans le cas d'un contact
avec frottement si on connait la composante normale,
le coefficient de frottement et la vitesse de glissement
(figure 4.12). Ici on peut écrire :

—_—

- dF(I;LZ =dNg2 - Z_6 +dTop2
P
- ”dTogl = f+1dNoz|

—

dNo2

Vp,e2/0
Py, o _ <
- dTp, AVpie2/0=0

FIGURE 4.12 - Contact avec frottement

Ici pour tous les points P; du segment KI, la vitesse est portée par —y; d’oi1 :
N N
dToz = f-dNo2 - ¥1.
On détermine de méme :
P.
dTO% =—f-dNp2 )71>
Avec dNgp = p -dl, p) la pression linéique.
Q10. Voir figure 4.11.
Q11. 1 suffit d’intégrer sur toute la ligne de contact.

J dFg—
_ ) pexy
{do——z} = f I—P>/\ dFoaz)
PEK) I

Pour la résultante, en décomposant sur chaque segment :

dFn_ P 5. P
dFQ_,z = dF0—>2 + dFOﬁz 2
PeK] Py eKI Poel)

0
= / dNgg - ZO)"' dTo2 +/ dNgg - ZO)"' +dTo2
Pyel]

Nl

e

e
H
=pr-ez

puis pour le moment

> — — P — T p,
/IP/\dFo_,Q: / IP; AdFL, + / Py AdFy?,
PeKJ Py €eKI Pyel]

0
I-XTA(pa-dl-2g+ f - py-dl-y1)+

e
2

I
—

e
2. —> —
l-xl/\(p)\'dl-Z()—f-p)\-dl~y1)

S~

2 2 2
'}’1—f'PAZ'Z0+—PA'I'y1—f'PA

pr-e-Z
2
-f-m% -7,

Do

e
4

e

=Px Y

Finalement le torseur s'écrit : {<,_,} = {

0 3
- [ padtge fopyedigie [ pdt-zpopeat: it

2

e
Z==f-P7 7

En isolant 'ensemble { bras + meule} et en écrivant le théoréme de la résultante dynamique en projection

— _ Mg , ..
sur zg on montre que p) = —=, d'ol1 :

i }={ M'g'z_‘ﬂ}
0—2 —f-M-g%-Zo I
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C. Etude dynamique

Q12. 11 est judicieux ici d’isoler 'ensemble X = {bras + meule}. Le théoreme de 1'énergie cinétique appliqué a
I'ensemble X s’écrit :

d .

@ [EC}:/O] = P(E—»Z/O) +Pints.

Le référentiel associé au socle est galiléen 29 = Zg

% [Ecsyo] = % [Ec1/0] + % [Eczs0] = % [Ecas0] (masse et inertie de 3 négligeable)

Pints =0 (liaison interne supposée parfaite)

P(Ew:/o) =Po-1/0) +Pcm—1/0) + Pa—-3/0)

Q13. Energie cinétique de (2)

1

S [Eeao] = 5 Pl a0} = 3 {

Q M-V,
A} ® { ﬁ%’ 0} B centre d’inertie de (2)
VBe2/0) g 0B2/0 Jp

avec
N . .
- Qpp=a-Zg+0-Xetb=—-f&;
o P
- VBe2/o=a-&-Xi;
- 0B,2/0 =52(0)-Q2/0.
La meule est modélisée par un cylindre d’axe (B, x1)

R2
RZ ¢ 0
opa0=| © B=M|T+35 0 |0 =A-6xF +B-6z
RZ 2 @
0 0 B=M|—+=
2 " 12))s
(*1.71.%)
finalement
d 1 2 .2 1( a2 2
—|E =—-M-a“-&+—-(A-0°+B-
dt[ c2/0] > ac-« 2( 0()

LM a2a a22+B 2= 11,6
=-|M-a C= (0=~ leg i
2 R2 2 ¢

Q14. Puissance des efforts extérieurs
— Puissance dissipée dans la liaison Lo :

Po—1/0) = {0} ® {4 }0=0.

— Puissance fournie par le moteur
L —> d
azg 0 .
P(Cuﬂl/o]Z{ 6»} ®{C »} =Cq-a.
A azo) p
— Puissance dissipée dans la liaison entre le socle et la meule :

O .
Pa—210) = {%0} @ {1} 2 = {Qm _a6§0+9 XI} ®{—f
1
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Q15. A partir du théoréme de I'énergie cinétique on écrit :

d[1 . . e,
s IE-qu-(xz :Ca-aff-M-g-E(x
leg-&-&=Cq-G—f-M-g- ga
d’o1’équation différentielle donnant C,
.. e
legii=Ca=fM-g" .
Cor. 20, Sujet page 134
Q1. voir la figure 4.13
Q2.
. _-mi-Z
surl - lepoids: {ngﬁl} = { It }0,
X1 L
- laliaisonLig: {Z,_;}=4Y1 M ,
71 0 Jo
Bo
- le couple dévelopgté par les enfants
0
o = — ;
{ Ce,2—~1} {_Ce 'ZO}VP
i B —mz)-Eo>
sur2 - lepoids: {dP,g—Q} = { G }A,
X2 Lo
- laliaisonLip: {&;_,}=4Y2 Map ,
Zy 0 ﬁ FIGURE 4.13 — Graphe de structure

0
- le couple développé par les enfants

—>

0
S
{ Ce,1-2 Ce'% vp
Q3. Le systeme posseéde 2 mobilités, la rotation du plateau 1 par rapport a 0, et la rotation de la nacelle 2 par
rapport a 1. Il faut donc écrire 2 équations indépendantes pour déterminer les équations de mouvement.

Q4.

— Théoréme du moment dynamique en projection sur I'axe (0,Zg) appliqué a 'ensemble {1,2} : pas de
composante pour le moment suivant (O, zy) pour la liaison Lyg ;

- Théoréme du moment dynamique en projection sur I'axe (A, zg) appliqué au solide 1 : pas de composante
pour le moment suivant (A, zg) pour la liaison L1 ;

— Théoreme de I'énergie cinétique appliqué a 'ensemble {1,2} : liaisons L1 et L1» parfaites;

- Théoreme de I'énergie cinétique appliqué au solide 1.

Q5.

00,{1,2}/0 =00,1/0 + 00,2/0
50,170 =11-010-Z5
.y = —_—
00,2/0 =0A,2/0 + OAA M2 -Vgez/0
— — e — g —
Oaz2/0 =l2-w20-20, OA=a-xyet Vgezio=a -wio-y1
_— —> — —
00,2/0 =12 w2020+ a-x1 Aa-my-wio-y1

—_— I 2 —>
00,2/0 = |2 w20 +a”-mp-wio)- 20

— 2
00,{1,2}/0 = (12 w20 + (tl L) +11] '0010) ‘Zg
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On sait que en O point fixe dans le repére galiléen on a

. {d___
80,1210 = 300210 o
80,{1,2}/0° 20 = % [(Iz w20+ (az “my +11) .wm)]

50’{12}/0 'Z(;: (12 - 020+ (az -my +11) ~(b]())

Q6. Moment dynamique en projection (O, Zg)

— —
80,{1,2}/0 120 = MO Fpr;—{1,2} 20
orici

—_— —_— _,
- s Mop,~1-20=0, Mgp,—~2-20=0
MO,Fextﬂ{lyz} +20=0 car — . . , .
Mp,0—1 - 2z = 0 (liaison pivot d’axe (O, zg))
Le moment dynamique est donc nul en projection suivant zg, on peut, en intégrant, déterminer le moment
cinétique a une constante pres.

80,(1,21/0°26 =0
d

.
a Z5=0
dt 0

—_—
00,{1,2}/0 o

% [(IZ ~w20 + (az -my +11) ~UJ1())] =0

(12 cw20 + ((12 <My +Il) 'U)l()] =K
La constante d’intégration est déterminée a I'instant initial :

t=0)=0
{wlo( ) K=o

w20(t=0)=0

Iz~u)20+(a2~m2+11)-u)10:0

Q7. En déduire la relation donnant w»q et wig, en fonction de wyy , I1, Iz, my et a.

I
2 wnN=—- @
12~(w21+w10)+(ﬂ 'm2+11]~w10=0 10 I +a?-mo+1; 2
2 2 I
. . . — = a~-mp+1h
I w20+(a m2+11) (w20 —w21)=0 20 21

_Ig+a2-m2+11

Q8. Appliquez le théoreme de I'énergie cinétique a 'ensemble {1,2}, donnez la relation liant le couple C. et wp;.

d .
a [Ec{l,Z}lﬂg] = P(ﬁ—%LZ}/ﬂg] + Plnt{l‘g}

Puissance des efforts intérieurs

Pinty 2 =Py, 1-2/1) +P(c,,1-2/1)
P(leylﬂz/l) =0 (liaison Ly parfaite)

— —
w21 * 20 0
PCar-am = Uante (oo 2} ={" }A®{Ce'20)}vP=C6.w21

Pint( 2 =Ce- w21
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Puissance des efforts extérieurs

P@a—n21125) = P(P1—11%g) * P(Pr—2/%g) * P(L10,0~1/%)

P —1/2g) =0 P(py—2/e) =0 € Py 0-1/2) =0

Pa—n2mg) =0

La puissance des efforts extérieurs est donc nulle.
Energie cinétique

Ecq 2192 =EC1 g +EC21 2,4

1
Ecllggg =3 I;- ‘”%0 (Solide en rotation par rapport a un axe fixe dans Zg)

oo iyl =3 0L o fme a3
20 210575 a-wio-¥if 5 I w2020 [,

Ecz1q4 =
(mz a® u)10+12 ‘”20)

1
(11-w%o+m2-a2-w%o+lg~wgo):5~((11+m2-a2)-w%0+12~w§0)

2
Ix 2 az-m2+11
I1+mz a? ———— w21 | th | ———— w2

Ecp o124 =

N\»—* l\JM—‘I\J\»—‘ N\»—A

Ig+a2-m2+11 Ig+a2-m2+11

W1

I\J\»—-

( 11+m2 d) 12 N In: (u m2+11) ) 2
Iz+a2 m2+11) (Iz+a2~m2+11)
(h+mp-a®)-Tp

Il+m2a)12 2

1
= -0
T2 I+ a2 my +1 21

Finalement le théoreme de I'énergie cinétique permet de déterminer la relation entre C, et wp7.

d .
T [Ec{l,zw?g] =P@a— 21124 * P L2

(11 +m2-u2)-12 .
5 ———— 021 ®2] =Ce- 2]
Ib+ac-my+1

(11+m2-a2)~12 .
——————021=Ce
Ip+ac-mp+1

Si on suppose que pendant la phase d’accélération, le couple fourni par les enfants est constant alors, en
intégrant cette relation, on obtient la loi d’évolution de la vitesse wo7.

12+a2~m2+11

w21 (8) = Ce-t

(I] +m2~u2)412 '

Cor. 21, Sujet page 135

Qla. Barriere type A
On isole, la barriére, on applique le théoréme du moment dynamique en O en projection sur 'axe (O, X).
La barriére est soumise :

- ason poids, {gp} = {_Még'?} )
G

- au couple moteur, {Z,, .} = {CAO- Y}VP
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X O
- al'action de liaison (liaison pivot d'axe (0, X)) {f,_,} =qY M
Z NJo
(777
TMD
50,1/0‘7:_G)/\(—M~g~7)-7c’+CA+0
.,
80,1/0° X =-La-M-g-cos0+Cy
en O point fixe, on peut écrire
_— d
80,170 = [500,1/0 avec 50,170 = o (1) .070
0

Matrice d’'inertie en G d'une barriére (supposé filaire),

12
Ma1y O 0
o= o 0 0
12
0 0 Mats/c
(Fyi.21)
et en O en appliquant le théoreme de Huyggens,
12 12
A A
2 0 0 Mp2 0 0
FoM)=FcM)+Ma| 0 0 o0 ]=]| 0 0 0
12 12
o o # 0 0 Ma4Jo
(%y1,21)
2 2
L 153

ce qui donne 60,17 =My 4 -6 puis 80 1/9- X =My 4 -6.
Ce qui permet d’écrire I'équation différentielle du mouvement de la barriére :
12

MA?A~é:—LA~MA-g~C059+CA

Q1b. Barriere type B

Le mécanisme est constitué de 4 solides, et est mobile
d’ordre m=1.

11 est préférable dans ce cas, d'utiliser le théoréme de
I'énergie cinétique pour obtenir une relation entre le couple
moteur Cg , le poids (P et P») et les parametres du mouve-
ment.

Nous allons isoler toutes les pieces mobiles ~ = {1,2,3}.

Théoreme de I'énergie cinétique
[E ] =P +Pint
it cz/0 (Z s /0) inty

- Ecs/9 =Ecy/0 +Ecg/0, masse et inertie de 3 négligeable,
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- Ecyjp=1% {V

1/0}69{(61/0} = % Ip(D) -92, le solide (1) est en rotation par rapport a I’axe (O, X) et d’apres

la premiere étude, on sait que Ip (1) = Mp 73,
- Ecppp = % ~MBL]23 -02 car le solide (2) est en translation par rapport au repere associé au sol donc

0 Mg -V, — s -

B VGye2/0 A

{72,0} = {\7—»} et {‘52/0} = { i 6’} avec Vg, e2/0 = Vacz/o =Ly -0- 21
G2€2/0) G, G2,2/0 [

- Pints =0, liaisons internes parfaites,

- P(gﬁ;_,o] =P@;—1/0) + PPy —2/0) + P(cy—1/0) + P0—1-1/0) +P0—~3-3/0)-
e
Q1/0=06 -Mp-g-Z 1 :
- Pp—1/0 ={ 4 ® = =—-5Mp-Lg-0-cos6
Py ) VG161/0=%'LB'9'21> Gy G 2

Q0= 0 -Mp-g-Z A
- P(quz/o): e N> ® — :—MB‘LB'G‘COSG
Veye20 =Lp-0-21) g, G

- Pcg—1/0)=Cg-0
- Po—1-1/0) =0etPp_3_3/0) =0, en effet ces deux liaisons sont parfaites.
Finalement le théoreme de I'énergie cinétique devient :

dfr 1§ .,
— = Mp2.9
dt[Z B3

df1 . L1 . .
+—[—~MBL]23-OZI:CB~(-)—7MB~LB~(-)-cos(-)—MB-LB~G~cosG
dt |2 2
4 - . 3 .
gMB~L%6-G:CB-9—EMB~LB-9-COSB
4 " 3
gMB-L%9=CB—§MB~LB-g~c059

Q2.AvecMp =2-Mp =2-MetLp =2-Lg =2-L, les deux relations deviennent :

2 8 .
CA:MA?A~9+LA~MA~g~cose :§M~L2~6+4~M~L~g-cosﬂ
4 . 3 4 . 3
Cp = gMB~L§9+§MB.LB-cose = §M~L2~9+5~M~L~g-cose

4 .1
CA—CB:§M~L2~9+§~M-L-g~cose

si on suppose la vitesse constante dans le quadrant 8 = [0, %], 6 = 0 alors Ca > Cg, pour le deuxieéme type, le
couple moteur est donc inférieur.



146 4 Puissance et énergie




CHAPITRE D

LANALYSE FREQUENTIELLE DES SYSTEMES LINEAIRES

Cette partie compleéte I'étude des systéemes linéaires continus et invariant (SLCI)
du manuel de premieére année « Sciences Industrielles en PCSI ».

5.1 Réponse fréquentielle

Lobjectif de I'analyse fréquentielle est d’étu-
dier le comportement d’un systéme a partir de  E(p) N | S(P)

sa réponse a une sollicitation sinusoidale de la V\ /\’ H(p) = 5 T
\/ \

forme

e(t)=A-u(t)-sin(w-t)

<0 u(r) =0
t=0 u() =1"

On sollicite donc, le systéme inconnu avec une entrée sinusoidale et on reléve
la réponse temporelle de la sortie pour chacune des fréquences. La figure 5.1 pré-
sente quelques mesures.

On constate que la réponse (pour le régime permanent) a ’allure d'une sinu-
soide de méme pulsation mais en retard par rapport au signal d’entrée.

On remarque sur ces tracés:

avec u(t), la fonction Heaviside est définie par : {

- la présence de deux zones :
— le régime transitoire (la phase de démarrage) ;
— le régime permanent ou régime établi;

— que le déphasage du régime permanent avec le signal d’entrée augmente
avec la pulsation;

— que I'amplitude de la sortie varie avec la pulsation.

147
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s s s
ALA A la
N | A | ||
NN V\ \ \ A AN AN A [T} A A
DA S| B | U | | ||
AN | | T A FHEHAEHEL |
AR |NIR T 1 [NAIA —-Ha
[FAREN NN [N R AN | |
/BRI REN AN [IRTTRNIRNARNInmInminninn
[ RINIRI A ED HEUEHEU A D
oV 0 ¢
(NN EEN q Py W
(HINFRINIEIEN N LR
L Y AR U
LU VUL L
(NI Uy vy | \
VW | N RL NI JAERVINAR VAN VARAVARARINI]
\1] I\ JRTNVATAIRUATRUA|RNR]ANRVANI ] | [ |
| W/ W/ A\ VINHVHVHV VLY LI | v
v I/ | | I | |
Vv v
(& f=4Hz (b) f=8Hz (c) f=10Hz

FIGURE 5.1 — Relevés fréquentiels

Pour caractériser la réponse fréquentielle du systeme il suffit alors d’étudier
I’évolution pour le régime permanent de la variation d’amplitude et du déphasage
entre le signal d’entrée et la sortie (figure5.2).

p—
[es))
(<]

Entrée / art d’ arnpﬂitu de
Sortie etard de phase

In LK
\ \\

VARBARRLY ANV ARRY

Transitoire Régime permanent

FIGURE 5.2 — Réponse fréquentielle

Pour un systéme linéaire, nous savons que la sortie en régime permanent est
de méme nature que I'entrée, I'équation temporelle du régime permanent de la
sortie se met donc sous la forme :

s(t) =Ap-Alw) -sin(w- £+ P(w)) (5.1)

avec
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- A(w) : le rapport des amplitudes du signal permanent, entre 'entrée et la
sortie;
— ®(w) : le déphasage entre 'entrée et la sortie;
ces deux fonctions sont des fonctions de la pulsation w.

5.1.1 Fonction de transfert complexe

Soit un systeme linéaire continu invariant (SLCI)
connu par sa fonction de transfert dans le domaine de E(p) S(p)

Laplace, la fonction de transfert du systeme est par dé- H(p)

.. S(p)
finit H(p) = ——
nition (p) )

On note E(p) et S(p) les transformées dans le do-
maine de Laplace des fonctions temporelles e(t) et s(t) et H(p) la fonction de trans-
fert.

On appelle fonction de transfert complexe (ou transmittance isochrone) la
fonction obtenue en remplacant la variable de Laplace p par le terme imaginaire
purj-w:

:S(j-u))

M= g m0)

(5.2)
Cette fonction est une fonction complexe de la variable w, comme toute fonc-
tion complexe, pour en réaliser I’étude, on peut soit s'intéresser :
— ala partie réelle et a la partie imaginaire,
— au module et a I’argument.

5.1.2 Lieux de transfert

On appelle lieux de transfert, le tracé des différentes représentations graphiques
de la fonction de transfert H(j - w). On distingue principalement trois représenta-
tions graphiques :

— Les diagrammes de BODE;

- Le diagramme de NYQUIST;

— Le diagramme de BLACK .

Ces représentations graphiques sont les lieux de transfert de la fonction étudiée.

A partir de ces représentations graphiques, nous pourrons caractériser le com-

portement global du systéme linéaire (passe bas, passe bande, résonance, ...).

a) Diagrammes de BODE

Les diagrammes de Bode représentent (fig 5.3) séparément le module et la
phase de la fonction H(j - w). On note

~ A(®) = [H(j - ®)| le module,

- ®(w) =arg(H(j - w) 'argument
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0 Py Tracé/exact
T ——

N

Tracé asymptotique \
-80 \
100
w enrad/s - échelle logarithmique N
120 rad/s
100 101 102 103 104

0 2

30 -\\ Tracé/exact

60 \\

90 /
120
150 4 ntotiaiie \

- Tracé asymptotique

) rad/s
100 101 102 103 104

(

(
10 \
40

C
FIGURE 5.3 - Diagrammes de Bode

Pour ces diagrammes :
— l'abscisse est une échelle logarithmique de la pulsation : log;(w) ;
— l'ordonnée du diagramme d’amplitude est graduée en décibels (dB) :

Aqp(w) =20log, (|H(jw)]),

— 'ordonnée du diagramme de phase, en degré ou radian.
On superpose en général au tracé exact le tracé asymptotique, celui-ci est sou-
vent suffisant pour analyser la fonction.

Propriétés des diagrammes de Bode Soit un systéme linéaire décrit par le schéma
bloc! ci-dessous.

G(p) =Gi(p)-Ga(p)

X(p) Y(p) Z(p)
PGy 2Pl Gy 2P

Soit en complexe

G(j-w)=G1(j-0)-G2(j-w)

1. l'algebre des schémas blocs est décrite dans le manuel de premiere année(Sciences indus-
trielles. Mécanique et automatique PCSI)
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d’otl1 le module réel
|G- )| =[G1( - )| |G2(j - w)|
etle module en dB

Gap(w) =2010g(|G1(j - w)|) +20log (|G2(j - w)|)
= G1a(W) + Gog (W)

puis 'argument

arg(G(j - w)) = arg(G1(j - w)) + arg (G2 (j - )

Graphiquement, il suffit donc d’ajouter les diagrammes de Bode des fonctions
G1(p) et G2(p) aussi bien pour le diagramme d’amplitude que pour le diagramme
des phases pour obtenir les diagrammes de G(p) = G (p) - G2 (p).

b) Diagramme de Nyquist

La représentation de Nyquist est la représentation paramétrique dans le plan
complexe de la fonction de transfert G(j - w) (figure 5.4). On peut tracer le dia-
gramme soit a partir

— dela partie réelle et la partie imaginaire de G(j - w),

G(j-w) =Re(G(j-w))+j-Im(G(j-w)) (5.3)
— du module et de I'argument en polaire, en notant que
G(j-w) =|G(j-w)|- ol -arg(G(j-w) (5.4)

Le graphique représentant la fonction de transfert doit étre gradué et orienté
dans le sens des w croissants.

Propriétés du diagramme de Nyquist Sur le diagramme de Nyquist, multiplier
par un gain K la fonction de transfert revient faire une homothétie ayant pour
centre I'origine.

Le lieu d'un produit de fonctions G(p) = G;(p) - G2(p), peut se tracer point par
point en polaire, le module est le produit des modules et ’argument, la somme des
arguments :

G(j-w) = |G(j . u))| . ej~arg(G(j.u)))
=G1(j - 0)]+|Ga2(j - w)|- ol (arg(G1(j-w)) +arg(G, (j-w))) (5.5)
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. — dr
S T o Cercle unitaire \
- 0 ; Re /<
/ | Lieu de Black
Lieu de -1B0 -1B5 -90 -45 0
Nyquist /
10
e /
(a) Diagramme de Nyquist (b) Diagramme de Black

FIGURE 5.4 — Lieux de Nyquist et de Black

c) Diagramme de Black

C’est la représentation préférée des automaticiens, c’est une représentation
globale dans un systeme de coordonnées spécifiques (figure 5.4). On représente la
phase (degré) en abscisse et le module (décibel) en ordonnée. La courbe obtenue
doit étre graduée en pulsation (w en rad/s).

Sur le diagramme de Black, multiplier par un gain K la fonction de transfert,
revient a translater la courbe verticalement de 20 -logK.

5.2 Etude des SLCI a partir des diagrammes de Bode

5.2.1 Systeme du premier ordre

Un systéme du premier ordre est décrit par une équation différentielle linéaire
a coefficients constants du premier ordre :

ds(t) T: constante de temps
+s(t) =K.e(t) avec . .
dt K': gain statique

T

On pose: e(t) L E(p) et s(t) L S(p). On se place dans les conditions de Heavi-
side.

Fonction de transfert et schéma bloc d'un systeme du premier ordre :
E(p) K S(p)
(5.6) 1+1-p

_Stp)__K
“E(p) l+1-p

H(p)
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a) Représentation fréquentielle

On obtient la fonction de transfert complexe en posant p = j-w:

H(j-0)= K (5.7)
0= +Tj '
et on en déduit :
— la partie réelle : — lemodule:
Re(j-w)= 5 (5.8) A __* 10
FOETEme ™ W= (510)
- la partie imaginaire : _ Pargument:
Im(j-w) = -K-t-w 5.9)
m{j-w)= 1+ 122 ’ ®(w) =—arctan(t-w) (5.11)
— lemoduleen dB:
Agp (W) =20log (A(w)) =20-1 ( K ) (5.12)
4B (W) = 20log (A (w)) =20-log| ———— .
s V1+12- w?
soit en développant,
Agg () =20-logK—10-log (1 + 1% w?) (5.13)

La figure 5.5 présente I'allure des diagrammes de Bode d'un systeme du pre-
mier ordre.

Diagramme d’amplitude : le diagramme d’amplitude présente deux asymptotes
— une horizontale lorsque w — 0: lin%) (Agg) =20-logK;
w—
— une asymptote de pente —20dB/dec lorsque w — oco;

)

— les asymptotes se croisent pour la pulsation de coupure w, =

A |~

- le diagramme asymptotique en amplitude est assez proche de la courbe
réelle et suffit en général pour étudier la fonction;
1
— pour la pulsation de coupure w, = — ,I'’écart par rapport au point d'in-
T
tersection des asymptotes est de —3dB;
. . We o
— pour les pulsations double 2 - w. et moitié > I'écart est de —1dB par
rapport aux asymptotes.

Diagramme des phases: le diagramme des phases présente lui aussi deux asymp-
totes
- lorsque w — 0, lir% (®(w)=0;
w—

— lorsque w — oo, lim (® (w)) = -Frad(=-90°).
w—00
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20 -logK Asymptote hOIlZOntale\P< -3dB
-1dB
10
-1dB 4
X SV,

‘(C'pebte 2
<0,
o By,

-20 rad/s
3

100 10! We 1 2-wc 10? 10
0 =2 — 2 we” T
T
. TS
0 -26,56™
10 \}\
50 . N

%3,43o
a0 \\
-90 - = rad/s
100 101 102 103

FIGURE 5.5 — Diagrammes de Bode - systeme du 1¢ordre

- le diagramme asymptotique a la forme d'une marche d’escalier, il n'est
pas suffisamment précis pour représenter correctement I’évolution de la
phase. Pour mieux approcher le tracé, il est possible de tracer le segment

passant par les points (log(5=),0) et (log(12),-90) (en pointillés sur le
graphe, attention ce n’est pas une tangente).

— Quelques valeurs particulieres de I’argument :

— pulsation de cassure : ®(w.) = —45°
- pulsation moitié : @ (%) = —arctan (t- 5°) ~ —26,56°
— pulsation double: ® (2 w.) = —arctan(t:2-w.) = —63,43°

b) Premier ordre au numérateur

Soit la fonction définie par le polyndme du premier degré :
Ni(p)=(1+71-p). (5.14)

On se propose de comparer ce polynéme a la fonction de transfert du premier
ordre :

Hi(p) = (5.15)

1+1-p
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30 —dB
20 \N1(P) +T

10

10

-20 H

1P
1+T'P \
=30
1(

100 101 102

rad/s
3

90 2

60
ﬂ 1(p)=1+1-p
30
0 <
-30 1
60 \Hl(p)_]—i—T'p

——

90 - rad/s
109 101 102 103

FIGURE 5.6 — Diagrammes de Bode - 1¢"ordre au numérateur

1
— le module se déduit directement de |N1 (- w)| = ‘— ‘,
Hi(j-w)
soit en décibel

20log(|N1(j - w)]) :ZOIOg(‘ ‘) =-20log(|H; (j - w)|) (5.16)

H1(j-w)

— l'argument se déduit de la méme maniére

arg(N1(j - w)) :arg( =—arg(Hi(j-w)) (5.17)

o)
H;(j-w)

On constate donc que le tracé (fig 5.6) des diagrammes de Bode d'un polynéme
du premier ordre est le symétrique par rapport a I’axe des abscisses du diagramme
de Bode d'une fonction de transfert du premier ordre (pour un gain unitaire K=1).
Cela est généralisable quel que soit 'ordre de la fonction de transfert.

5.2.2 Systeme du second ordre

a) Rappels

Un systeme du second ordre est décrit par une équation différentielle linéaire
a coefficients constants du second ordre :
1 d?s(t) 2-zds(t)
—_— + —_—
w? drr  w, dt

+ (1) =K.e(?) (5.18)
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b)

avec

— K:gain

— wp, : pulsation propre rads™!

— z: coefficient (facteur) d’amortissement
La fonction de transfert s’écrit :

S(p) K
H(p) = = 5.19
(p) E(p) p2 2.2. 1 ( )
w2 Wp P

Rappel - réponse temporelle

Lallure temporelle de la sortie dépend du facteur d’amortissement ? z (figure 5.7) :
- 0 < z<1:réponse temporelle oscillatoire amortie (pseudo périodique) ;

— z=1:réponse temporelle apériodique critique;

— 1< z1 : réponse apériodique.

— oscillatoire amortie z < 1

PETST o, +5% F---- K- - - - —-
apériodique critique z=1 F--- A==
S%Fr-—-—-f-F - -

AN ‘

I

PV ,

v .
8

apériodique z > 1

(a) Influence du coefficient d’amortissement z (b) temps de réponse minimal

FIGURE 5.7 - Réponses temporelles systeme du 2"dordre
Pour la réponse temporelle pseudo périodique (0 < z < 1), on peut noter :
-n-z

Smax — S ——
— le dépassement relatif : d = “2x "% — pV1-2?;

Soo
] do période : T 2n
- apseu Operlo e. =,
P W, V1-22
Pinstant d i i T, =P T
— mstan upremler maximumm : m=——=-———.
P 2 w,-V1-22

2. I'étude complete est décrite dans le manuel de premiére année
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Le temps de réponse minimum sans dépassement est obtenu pour z =1.

Le temps de réponse minimum est obtenulorsque laréponse temporelle est tan-
gente a la limite supérieure de 'encadrement (figure5.7(b), pour le premier

—n-z

2
maximum, alors d = e V-2 = 0,05 soit z = 0,6901067 = 0,7 ce n'est pas - !

Labaque page 332 donne T, - w, en fonction de z.

c) Représentation fréquentielle

A partir de la fonction de transfert d'un second ordre (equ 5.19) on détermine
la fonction de transfert complexe :

. K
H(j-w)= 3 " (5.20)
1-—+j-2-2-—
2 Jres Wn
On déduit :
— la partie réelle :
w2
K- )
Re(w) = Wn (5.21)
e(w) = . > .
e [
wy ()%
— la partie imaginaire :
)
Z'K'Z' -
Im(w) = — On (5.22)
B 212 2 ’
W w
T
(O Wp
— le module : K
Aw) = (5.23)
2,2 2
W w
Ji-) =)
wy Wpn
— lemoduleen dB :
w2\ o \?
Agp (w):2010gK—1010g((1——2) +(2-z-—) ) (5.24)
w3y Wp
— l'argument :
2:2-0 -0y
D (w) = —arctan(z—z) (5.25)
w5 —w
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Nous avons vus, lors de 'étude de la réponse temporelle, que I'allure de cette
réponse dépend du coefficient d’amortissement z. Etudions donc dans un premier
temps le module et I'influence de z sur celui-ci :

Soit A; (u), 1(8) module réduit déduit du module de la fonction de transfert (5.23),

en posant u=—
Wp

A (W) = K (5.26)

\/(1—u2)2+(2'z-u)2

Calculons la dérivée par rapport a u

1
- 4ou(u®+2-22-1
zﬁﬂﬁ:K£{U—fﬁ+@¢wm)2=K ulw’ 2z 1)

du du

Nlw

(1-w)*+@-z-w?)

Le numérateur s’annule pour :
— u=0soit w = 0 cette racine correspond a une asymptote horizontale dans le
diagramme de Bode en amplitude;

- u?+2-7%>-1=0, cette équation n’admet de racines réelles que pour z < -
®
la racine est alors u, = — = V1 -2+ 22 soit w, = w, - V1—2-Z2.
®

n
On appelle pulsation de résonance la pulsation
0, =w,-V1-2-22. (5.27)

Pour cette pulsation, le module présente un maximum :
A(w;) K K (5.28)
W) = = .
' 5.2 s 2-z-V1-22
U)r (l)r
=
Wy Wn

On définit Q, le coefficient de résonance (ou facteur de surtension) tel que

_Alwy) 1

Q‘A@@‘giqq?;

Le tracé du module (fig 5.8) d’'un systéeme du second ordre dépend donc de la
valeur du coefficient d’amortissement.

(5.29)

2 . .
-0<z< > présence d'un maximum pour la pulsation de résonance w; ;

2
- < z pas de maximum.
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Largument lui ne présente pas de maximum :

(5.30)

2:2:W-Wp
®(w) =—arctan| ———

02— w?
11 est possible d’affiner encore cette étude, en étudiant la forme de la fonction
de transfert en fonction de z.
On distingue trois cas en fonction des racines du polynéme du dénominateur
de la fonction de transfert du second ordre (5.19) :

2

PP o (5.31)
(l)n (.l)n

D(p)=1+

— 0<z<1:lesdeuxracines du dénominateur sont complexes conjuguées, la
fonction de transfert ne peut étre simplifiée, I'étude a été réalisée précédem-

ment :
_S(p) _ K

H(n) = =
(p) )

(5.32)

2+ 22 +1
—pTt—p
G Wn
— z > 1:les deux racines sont réelles, la fonction de transfert alors peut se
mettre sous la forme d’un produit de deux fonctions du premier ordre :

K
H = 5.33
P panp 533

— module: K
Alw) = (5.34)

\/1+Tf-w2-\/1+T§-w2

— moduleen dB :

Agp (0) = 2010gK —20log(1/1+T% - 0?) —20log(y/1+T5 - 0?)  (5.35)

— l'argument :
® (w) = —arctan(T; - w) —arctan’ T - @) (5.36)

— z =1 : le dénominateur posséde une racine réelle double, la fonction de
transfert peut se mettre sous la forme :

H(p) = (5.37)

Kk
(1+T-p)?

— module:

A(w) = (5.38)



160 5 Analyse fréquentielle des systemes linéaires

— moduleendB:
Agg () =20logK — 10log (1 + T§ - 0?) (5.39)

— argument :
® (w) =-2-arctan(T - w) (5.40)

Nous allons donc considérer pour I'étude fréquentielle du second ordre, les
quatre cas suivant :

V2 K
Cas0<z< - La fonction de transfert s’écrit : H(j - w) = 5
o)
1——+7j-2- Ze—
0?2 / o

A partir du module en dB et de 'argument, on peut tracer les diagrammes de
Bode (fig 5.8), on retrouve sur ceux-ci:

- rad/s
100 10! Wr Wy 102 103

5 ‘
\
-180 rad/s

100 101 102 103

FIGURE 5.8 - Diagrammes de Bode 2"ordre - 2 racines complexes

diagramme d’amplitude :
- une asymptote horizontale d’'ordonnée 20logK lorsque w — 0,
— une asymptote de pente —40dB/dec lorsque w — 400,
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- les deux asymptotes se croisent pour w = w, la pulsation propre,
- le diagramme d’amplitude présente un maximum pour la pulsation dite
H(wn| _ 1

HOI  2.z.v1-22

. ) K
— le module pour la pulsation propre est : |H(]u)n)| =3
-z

pulsation de résonance w, = w,-V1-2-z2, avecQ =

diagramme de phase :

- une asymptote horizontale d’'ordonnée 0° lorsque w — 0,
— une d’ordonnée —180° lorsque w — +o0,
- ®(w,) =arg(H(j - w,)) = —90°.

V2
Cas — <z <1 On retrouve les mémes asymptotes que dans le cas précédent,

mais le diagramme d’amplitude ne présente pas de maximum, le tracé est toujours
sous les asymptotes et trés proche de celle-ci (I'écart est au maximum de —6dB si

K
z =1 pour la pulsation w,) et [H(jw,)| = 22z

Cas z>1 Lorsque z > 1, la fonction de transfert peut se décomposer en un pro-

duit de deux premiers ordres, H(p) = ,le tracé des diagrammes
1+Ty-p)-(A+T2-p)

de Bode est donc la somme graphique des deux tracés du premier ordre (Cf. fi-
gure 5.9).
1 1
Les deux pulsations de cassure sont w; = T et wy = T (pour la suite que

1 2
W] < W2).

Le diagramme d’amplitude présente donc 3 asymptotes :
— une asymptote horizontale d’ordonnée 20logKlorsque w — 0, (logw — —o0),
1
jusqu’a la pulsation w; = T ;
1
— une asymptote > de pente —20dB/dec entre w; et wy;

— une asymptote de pente —40dB/dec au dela de w».

Le diagramme des phases présente lui aussi 3 asymptotes :

— une asymptote horizontale d’ordonnée 0° lorsque w — 0, jusqu’a w ;

— une asymptote horizontale d’'ordonnée —90° entre w; et wy;

— une asymptote horizontale d’'ordonnée —180° au dela de w;.

Quelques valeurs et points particuliers

— pulsation propre : w, = /01 - Wz;

- surle diagramme d’amplitude, I'asymptote horizontale et 'asymptote a —40dB/dec
se croisent pour w = w,;

— l'argument pour la pulsation propre est : arg(H(jw,) = =5 = —90°;

3. parler d’asymptote entre w; et w2 est un abus de langage communément admis en automa-
tique
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20 PP
o U108 KN
eSS it
I \ RIS
0 ! \2(9(‘1 AN
I <
I \% AN
10 1 1 A
| | ~
| | \
20
AN
I
-30 ' OQ'Q.'\/
%0

; ',r;nl‘\

10! 102 \ 103
1 1
W] =7 = _1 W2 = 7
0° T Wn =1/ TT, T,

\ -90°
-90

—-180 _rad/s
107! 100 101 10 103

FIGURE 5.9 - Diagrammes de Bode 2"ordre - 2 racines réelles

. . K
— le module pour la pulsation propre est : |H(]wn)| =5

casz=1 Lafonctionde transfert estun premier ordre au carré: H(p) = AT 02
P

Le tracé des diagrammes de Bode se déduit donc directement du tracé d'une
systeme du premier ordre, ils possédent donc les particularités suivantes que I’'on
retrouve sur la figure 5.10.

- diagramme d’amplitude

— une asymptote horizontale (20logK) lorsque w — 0 et une asymptote de
pente —40dB/dec (2 x (—20dB/dec)) lorsque w — co;

1
— pour la pulsation de coupure w, = T I'écart par rapport a I’asymptote est

de —6dB (2x (-3 dB)), I'écart par rapport aux asymptotes est de —2dB pour
les pulsations double et moitie;
- diagramme des phases
— une asymptote d’ordonnée 0° lorsque w — 0;
— une d’ordonnée —180° lorsque w — +o0;
— pour w, 'argument de la fonction de transfert est de —90°;
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2dB 2
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20 \(0d8/
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0 == - 2 T
30 \\\‘
60 _1:‘3\’ 158 >
90 _;}60
120 WQ’BO
150 \\‘\\
-180 S S

2
10

rad/s

FIGURE 5.10 — Diagrammes de Bode 2"dordre - 1 racine double

— comme pour un systéme du premier ordre il est utile de tracé le segment

entre (log(

5.2.3 Intégrateur

1
10T

Fonction de transfert :

H;(p) =

— Module:

— Moduleen dB :

— Argument :

T;-p
Fonction de transfert complexe :

),0°) et (log (2),~180°) pour mieux approcher le tracé réel.

E(p| 1 |S(p
(5.41) T;-p
H;(jw) = 42
i(jw) T 7o (5.42)
|H; (jo)| = Tw (5.43)
|Hi(jw)| ;5 = —20logw —2010gT; (5.44)
arg (H;(jw)) =-90° (5.45)

Le diagramme d’amplitude (fig 5.11) d’'un intégrateur est une droite de pente

—20dB/dec passant par —20logT; pour w =1 (logw = 0).

Le diagramme de phase est une droite horizontale d’ordonnée —90° .
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. +20dB I dec

de[lVaLlUU“;

20 Intégraten,
u[.\20dB/deC

’I'lli“‘\
10! 102

dérivateur

60

intégrateur :
90

1071 100 10 102

FIGURE 5.11 — Diagrammes de Bode - Intégrateur - Dérivateur

5.2.4 Dérivateur

Fonction de transfert :

E(p) S(p)
Ha(p)=Tg4-p (5.46)
Fonction de transfert complexe :
Hy(jw)=Tgz-j-w (5.47)
— Module:
|Ha(jo)|=Ta-w (5.48)
— Moduleen dB:
|Ha(jw)]| 45 = +20logw +201og Ty (5.49)
— Argument :
arg(Hy(jw)) = +90° (5.50)

Diagrammes de Bode (fig 5.11)

Le diagramme d’amplitude d'un dérivateur est une droite de pente +20dB/dec
passant par +20logT; pourw=1.

Le diagramme de phase est une droite horizontale d’ordonnée +90° .

5.2.5 Retard pur

Soit un systéme tel que la sortie est en retard sur 'entrée d’'un temps T :

s(t)=e(t—1). (5.51)
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Le théoréeme du retard nous permet E(p) S(p)
d’écrire en passant dans le domaine de ——R(p)=e P ——
Laplace :

S(p) =e P -E(p) (5.52)

La transformée de Laplace d’un retard pur est donc :
R(p)=e P (5.53)
On en déduit la fonction de transfert complexe :
R(j-w) = e T = R(j-w) =costw— jsinTw (5.54)

Le module est constant,
R(-o|=1 (5.55)

L'argument est constamment décroissant (Cf. figure 5.12)

argR(j-w) =—1tw (5.56)

a) Influence d’un retard sur le tracé d’'un lieu de Bode

Pour évaluer 'effet d'un retard sur le lieu de Bode, nous allons étudier la fonc-
tion de transfert d'un retard pur associé a un premier ordre,

H(p)=e P . 5.57
(p)=e 1+Tp (5.57)
Fonction de transfert complexe,
H(j-w)=eHo— 1 (5.58)
1+T j-o ’
— module:
H(j =20log| ——— 5.59
| (]m)"iB 8 1+j"r~u)' ( )
— argument :
Arg(H(jw)) = —arctan (1- @) — 11 - (5.60)

On remarque sur la figure 5.12 que le module n’est pas influencé par le retard (les
deux tracés sont superposé), par contre I’argument est diminué de T - w.

Un retard augmente le déphasage entre I'entrée et la sortie du systéme . Nous
verrons plus loin, lors de I'étude de la stabilité des systemes asservis, que cet effet
est fortement préjudiciable a la stabilité des systemes
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0
rd 7

reta

20
1¢ordre 7\

1¢ordre retardé

—40 rad/s
5 3

100 101 102 103

60 \ Lctb\
1€'ordre ~,

90

~150 Jer, A tardé
. I oIarciciardac

~180 rad/s
100 10! 102 103

FIGURE 5.12 — Diagrammes de Bode - Influence d’un retard

5.2.6 Généralisation du tracé des diagrammes de Bode

Toute fonction de transfert sans retard peut s’écrire sous la forme suivante :

_N(p) K l+a-p+ay-p*+..+a,p"

= = 5.61
D(p) p*l+by-p+by-p?+...+byp™ ( )

H(p)

avec
n : degré du polyn6me du numérateur;

— m: degré du polynéme dénominateur;

— K:le gain statique;

— a :laclasse de la fonction de transfert.

Le numérateur et le dénominateur sont deux polyndémes, pour les systemes
physiques, le degré global du dénominateur est supérieur au degré du numéra-
teur:m+oa—n=0.

On peut, en recherchant les racines de chaque polynéme, mettre la fonction
de transfert sous la forme suivante :

. p). IR

N _ x0T (12t
H(P)—m——a' - (5.62)
PP H(1+Tk-p)-]'[(1+2(j—’p+p—2)
nj w

n

La fonction de transfert s’écrit donc comme le produit de plusieurs fonctions
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élémentaires (premier, deuxieme ordre et intégration/dérivation).

H(p) = Np) _ Hi(p)-Ha(p)-....-Hi(p) - ...-Hn(p) (5.63)
D(p)

Ce qui nous permet d’écrire le module et 'argument en dB :

module en dB

[H(j - )| 5 = 20log (|H; (j - ©)])+...+201log (|Hi (j - )] ) +...+201og (|Hx (j - w) )
(5.64)

argument

Arg(H(j o) =Arg(H1(j o) +...+Arg (Hi(j - w)) +...+ Arg (Hn(j - »)
(5.65)

On obtient ainsi les diagrammes de Bode de la FT en sommant graphiquement
les diagrammes de Bode de chaque fonction élémentaire.

Comportement lorsque » — co
— Argument

— une fonction du premier ordre apporte un déphasage maximal (a I'infini)
de —90° si elle est au dénominateur et de +90° si elle est au numérateur,

— une fonction du second ordre apporte un déphasage maximal de —180° si
elle est au dénominateur et de +180° si elle est au numérateur,

— Unintégrateur apporte lui un déphasage constant de —90° et le dérivateur
de +90°.

Ces déphasages s’ajoutant, on peut déduire que le déphasage total de la

fonction de transfert lorsque la pulsation augmente tend vers :

wgrllmarg(H(j-w)) =(n-m-a)-90° (5.66)

— Module

— le tracé du lieu de Bode d'un premier ordre tend vers une asymptote de
pente —20dB/dec s'’il est dénominateur et de +20dB/dec s’il est au numé-
rateur,

— un second ordre tend vers une asymptote de pente —40dB/dec s’il est dé-
nominateur et de +40dB/dec s’il est au numérateur,

— le lieu de Bode d’un intégrateur est une droite de pente —20dB/dec et de
+20dB/dec pour un dérivateur.

Ces pentes s’ajoutent, on peut donc déduire que ’asymptote finale a une

pente de

(n—m-a) 20dB/dec (5.67)
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Comportement lorsque » — 0

A partir de la forme factorisée de H(p) décrite plus haut, on déduit que I'allure
des lieux de Bode lorsque w — 0 ne dépend que de la classe a de la fonction de
transfert et K. En effet, le module en dB et 'argument de chaque fonction du pre-
mier et du second ordre sont nuls lorsque w — 0. L'allure des diagrammes de Bode
en 0 se déduit donc de :

(5.68)

o)

(})1_%(H(] ‘) :3}3}) K- (
- a=0
— l'argument tend vers 0,
— le module tend lui vers : lirr%) |H(j - W) |dB =20logK
w—

-a>0
— l'argument tend vers une asymptote horizontale d’'ordonnée : —a-90°.
— le module tend vers une asymptote d’équation : 20logK —a - 20 -log w.

5.3 Etude des SLCI a partir du diagramme de Nyquist

5.3.1 Systeme du premier ordre

Le tracé du diagramme de Ny-

quist est la représentation de la Im
fonction de transfert dans le plan K
complexe. 2 K Re

Cette courbe estune courbe pa- ot

ramétrique que l'on trace a partir
de la partie réelle et de la partie
imaginaire de la fonction de trans-
fert. Il est aussi possible de tracer
cette fonction en coordonnées po-
laires a partir du module et de I'ar-
gument de la fonction.

Pour un systéme du premier ordre nous avons :

FIGURE 5.13 — Diagramme de Nyquist - 1¢"ordre

Partie réelle :

Re(H(j-w))= K (5.69)
J S 1+712-02 '
Partie imaginaire :
m(H(j o)) = - (5.70)
/ 141202 '
Le module représente le rayon polaire :
. K
Aw) =|H(jjo|= —— (5.71)

V1+12 -2
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Largument est1’angle polaire :
® (w) = —arctan (1- ) (5.72)

Montrons que pour un systéme du premier ordre, le lieu de Nyquist est un
demi-cercle de centre (0, %) etderayonR=5% .

On pose:
3 K
e x>0
_ KTto
VeI o2 y<0

De la premiére égalité on déduit rapidement : 12-0? = ——1 puis de la deuxiéme
X

y=-T-0-X
K

En composant ces deux relations : y? = (— - 1) - x2.
X

D’ot1 'équation du demi-cercle, x> — K- x + y* = 0 et sous forme canonique :

- o
X 2 y = 5 - .

Le lieu de Nyquist d'un systeme du premier ordre est donc bien est un demi-
cercle de centre (0,5) et derayon R= %

— Le point correspondant a w = 0 est le point de coordonnées (K, 0).

— Lorsque w — oo, le lieu tend asymptotiquement vers le point (0, 0).

— La pulsation de cassure w, = % correspond au point (%, —%)
Remarque : Le lieu doit étre orienté et gradué en w croissant pour étre utilisable.

On peut passer rapidement des diagrammes de Bode au lieu de Nyquist en
reportant pour chaque pulsation le module et la phase lus sur le diagramme de

Bode et en tracant en polaire le lieu de Nyquist.

5.3.2 Systeme du second ordre

A partir de la fonction de transfert du second ordre d'un systeme du second
ordre :

K
Hp = 22 = (5.74)
E(p)  p~ 22
w2 wp
Partie réelle :
(02
K(1- ]
Re(w) = O Re(w) = 0 (5.75)
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Partie imaginaire :

w
2K‘Z'_
Im(w) =- 3

=25+
@}

Im

Im(w) =0 (5.76)

w
2.2._)
Wp

|H(]0‘) )| = Z-Z-\/f:Z !

FIGURE 5.14 - Diagramme de Nyquist - 2"dordre

Le lieu de Nyquist (fig 5.14) est toujours placé dans le demi plan des imagi-
naires négatifs, et 'allure générale dépend de la valeur du coefficient d’amortisse-

ment z :

z= g le module est alors toujours inférieur a K, le lieu est donc compris dans le
demi-cercle de centre (0,0) et de rayon K;;

z< g le module présente un maximum pour la pulsation de résonance

Wy =w,-V1-22

Quelques points particuliers

— lelieu de Nyquist démarre pour w = 0, du point (K, 0) ;

— lorsque w — oo, la courbe tend vers I'origine (0,0) avec une demi tangente
de —180°.

— lelieu doit étre gradué et orienté dans le sens des w croissants;

- lapulsation propre w, se trouve a I'intersection du lieu de Nyquist avec |'axe
des imaginaires (le déphasage est de —90°) ;

— pour z > 1 le lieu de Nyquist du second ordre tend vers le lieu d'un systeme
du premier ordre (cercle de centre (%, O) et de rayon %)
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5.3.3 Intégrateur - Dérivateur

a) Intégrateur

1
H;(p) = — (5.77)
P 0

— fonction de transfert complexe :

H;(jo) = L (5.78)

J-w

— partie réelle est nulle;
— partie imaginaire :

) 1
Im (H;(j-w)) = - (5.79)
Le diagramme de Nyquist (fig 5.15(a)) est donc la demi-droite portée par I’axe
des imaginaires qui démarre pour w = 0 de —co et tend vers I'origine (0, 0).
Influence d’un intégrateur sur le tracé du lieu de Nyquist Nous allons évaluer

'effet d'un intégrateur sur un systéme du premier ordre en étudiant la fonction

1

H(p)=— . 5.80
(p) p1+T p (5.80)
Fonction de transfert complexe s’écrit :
H(jw) ! K (5.81)
w)=——"". .
/ Jul+T j-o
— Partie réelle :
Re(H(j-0)) = - ——" (5.82)
1+712- w?
— Partie imaginaire :
Im(H( o) = -2 (5.83)
Ut AR R S '

La présence d’'un intégrateur dans la fonction de transfert se traduit graphi-
quement (fig 5.15-a) dans le lieu de Nyquist par :
— une asymptote verticale lorsque o tend vers zéro (lirr%) Re (HD (- u))) =-K-t
w—
et lin})Im(HD(j-w) =-00);
w—

— lapente dela demi - tangente al’origine (lorsque w — co) augmente de —90°.
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Im Im

_1 W\
N

\_/
Intégrateur seul 1¢"ordre + Retard

—

¢'ordre + Intégrateur

(a) effet d'un intégrateur (b) effet d’'un retard

FIGURE 5.15 —lieu de Nyquist

b) Dérivateur

Ha(p)=p (5.84)
- fonction de transfert complexe :
Hy(jo)=j-o (5.85)

— partie réelle est nulle;
— partie imaginaire :
Im (Hy(p)) = . (5.86)

Le lieu de Nyquist d'un dérivateur est donc la partie positive de 'axe des ima-
ginaires.

— lorsque w — 0 le lieu tend vers 'origine (0,0) ;

- lorsque w — oo le lieu tend vers +oo.

5.3.4 Retard pur

Soit la fonction retard :
Hir(p)=e "7 (5.87)

La fonction de transfert complexe s’écrit :

Hr(j-0) =e "/ (5.88)
Hr(j-w) =cos(t-w)— j-sin(t-w) (5.89)

Lelieu est donc un cercle parcouru dans le sens anti-trigonométrique de rayon 1.
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Influence d’un retard sur le tracé du lieu de Nyquist Pour évaluer l'effet d'un
retard sur une fonction de transfert , nous allons tracer le lieu de Nyquist (fig 5.15-
b) de:

H = TP, 5.90
() 1+7 ¢ ( )
K )
H(j-w)= ————e /™ (5.91)
1+j-1-0
que I'on peut écrire :
K
H(j-w)=—— ‘) — j-sin(T- 5.92
(j-w) 1+j-T-u)(COS(T w)-j-sin(t-w) (5.92)
d’ou:
Partie réelle : Re(H(j-w)) = K2 (1-m) - TZ-(.OSzln - 0) (5.93)
1+14-0
L. L. . T-0W-CcoS(T; W) +sin(T; - w)
Partie imaginaire: Im(H(j-w))=-K (5.94)

1+12-0?
La partie réelle et la partie imaginaire tendent toutes les deux vers zéro lorsque
la pulsation augmente. La présence des termes en sinus et cosinus, indique que le

. L : 2n L
lieu s’enroule autour de I'origine avec une période de — dans le sens anti-trigo.
T

5.3.5 Généralisation

On ne peut pas contrairement au diagramme de Bode généraliser le tracé du
lieu Nyquist a partir de la fonction de transfert (fig 5.16), on peut uniquement dé-
duire I'allure du diagramme lorsque w — oo .Soit :

. 2
N ) [M(1+71i-p)-11 1+2wz—ijp+(f%')
H(p):m:K-—a- 2’ (5.95)
p p [M(1+71x-p)-I1 1+2wz—"”p+o%)
n

avec
— ndegré de N(p) m degré de D(p); - Kle gain.
— alaclasse;
alors

— Le module de cette fonction de transfert tend vers 0 lorsque w — oo, le lieu
de Nyquist tend donc asymptotiquement vers l'origine ;

— La demi-tangente a I'origine peut se déduire du diagramme de Bode a partir
de I'argument de la fonction de transfert :

wEerarg(H(j-w)) =(n-m-a)-90°. (5.96)
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Im

T

\y

2ndordre
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\ 3 _W

4€Me€ ordre

FIGURE 5.16 — Nyquist - Généralisation

5.3.6, De Bode a Nyquist

Le Neu de Nyquist et les diagrammes de Bode sont deux représentations de la
méme fonction complexe. Pour tracer le lieu de Nyquist a partir des diagrammes
de Bode, ilguffit de relever I'argument de la fonction sur le diagramme des phases
et le module sur le diagramme d’amplitude et de reporter en polaire sur le dia-
gramme de Nyquist.

Attention, sur le diagramme de Bode le module est en décibel.

5.4 Etude des SLCI a partir du diagramme de Black

5.4.1 Systeme du premier ordre

Le lieu de Black est une courbe paramétrique construite a partir du module
(en dB) et de 'argument de la fonction de transfert. Il reprend donc les deux dia-
grammes de Bode sur un méme graphe.

Hi(p) = (5.97)

l1+T-p

K
Agp(w) =20-log (\/ﬁ) pour le module en dB;
2.0

®(w) = —arctan (1 w) pour 'argument.

On trace point par point le diagramme de Black, en reportant pour chaque
pulsation w le module et 'argument. Le lieu de Black doit étre gradué en pulsation
et orienté pour étre utilisable.
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On retrouve sur le tracé les points caractéristiques définis pour un premier
ordre.

20-logK

_90

Asymptote verticale : ®

FIGURE 5.17 — Diagramme de Black - 1°'ordre

Pour w — +oo le lieu de Black tend vers une asymptote verticale d’abscisse
® = —90°, cette asymptote correspond a I'asymptote horizontale du diagramme
de phase (Bode) lorsque w — +oo.

Pour 0 =0, la courbe démarre de (0,2010gK) .

. 1
Pour la pulsation de coupure,w, = p
- arg(H;(jw)) = —45°
— [H(jw)l 5 = 20logK —3dB
Le passage des diagrammes de Bode au diagramme Black est immédiat en re-
portant directement point par point la phase et le module dans le plan de Black.

5.4.2 Systeme du second ordre

Le lieu de Black d'un systeme du second ordre (fig 5.18) dont la fonction de
transfert s’écrit :

K
H = 5.98
2P = — (5.98)
1+ —-p+—
Wy w35,

démarre pour = 0 du point (0,20logK) et tend lorsque w — oo vers —co le long
d’une asymptote verticale d’abcisse —180°, mais comme pour les diagrammes de
Bode et de Nyquist, la représentation du lieu de Black d'un systéeme du second
ordre va aussi dépendre du coefficient d’amortissement z.
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dB

=

—— =
/(:,n/_tir_ WO‘
Y /:w"r/— 20-10gK

20-logK

7

Asymptote verticale : ® = —180°

o

(@ z<

Asymptote verticale : ® = —180°

(b) zz@

FIGURE 5.18 — Diagramme de Black - 2"ordre

- z< @ : le lieu de Black présente un maximum pour la pulsation de réso-
nance, 0, = 0, - vV1—-2-z2, ce maximum est d’autant plus important que z

est petit, [H2(jw,)| = QIH2(jw,)| avec Q =

V2

5.4.3 Intégrateur

Le lieu de Black d'une intégration,

H;(p)=—

2-2.V/1-22

- % =z<1:lelieu de Black ne présente pas de dépassement ;

— 1< z:lafonction de transfert se décompose en deux premiers ordres, on re-
trouve sur le lieu de black, la présence d'un point d’inflexion caractéristique
d’autant plus marquée que le coefficient d’amortissement z est grand.

(5.99)

se déduit rapidement du diagramme de Bode, c’est une droite verticale d’abscisse
—90° et qui varie de +oo pour w — 0 a —oo lorsque w — +0o .
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a) Effet d’'une intégration

Nous allons analyser I'effet d'une intégration sur un systéme du premier ordre.
(figure 5.19-a).

1
G(p)=— 5.100
(p) p1+Tp ( )
Le module (en dB) : |G(j-oo)|ng =—-20logw +20log m’
1
r t de la fonction : G(j- = — _ it
argument de la fonction arg( (j w)) arg]_w+arg 1+T-j-0))801

. n K
arg(G(j - w) = 57 arg(m)

On remarque sur la figure (figure 5.19(a)) I'effet de I'intégration, pour chaque

pulsation, la phase est décalée de —90° et le module de —20logw par rapport au
premier ordre seul .

Le lieu présente donc une asymptote verticale ® = —90° lorsque w — 0 et une
autre ® = —180° lorsque w — +oo.

// dB W
(X)%————v—u— -
| —20-10g8(0,1) |

+1 +10
1
/ /"“’ : Retard/
/ B 10
Li e | —20-log(wy)

/ 1¢'ordre

Intégrateur 1¢rordre + Retard

1¢'ordre + Tnnﬁgr teur

1°Tordre

(a) effet d'un intégrateur (b) effet d’'un retard

FIGURE 5.19 — Diagramme de Black
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5.4.4 Retard pur

Le lieu de Black d’un retard pur H,(p) = e~ T est la demi-droite d’ordonnée
AdB =0.

En étudiant la fonction G(p) =

e~ UP on constate que le retard déforme
1+T-p

le lieu du premier ordre en augmentant le déphasage (figure 5.19(b)). Pour chaque
pulsation w , le module ne change pas mais a la phase s’ajoute —Tw.

5.4.5 Généralisation

On peut généraliser la forme aux limites du diagramme de Black a partir de la
généralisation des deux diagrammes de Bode.
En reprenant la forme générale :

. 2
N(p) ) H(1+Ti-p)-]'[(1+2wz—rfl_p+£_
Hip) = 5o =K--%- . - (5.101)
p p ]_[(1+Tk-p)-H(l+2wZ—’p+ P

n; n

w

1

— o —o00: Lelieu de Black tend vers une asymptote verticale d’abscisse
Jim arg(H(j-w)) = (n—m—0)-90° et le module en dB tend vers —oo.
— o — 0:1laforme dépend de la classe a de la fonction de transfert :
— a =0, le déphasage est nul et le module tend vers 201logK,
— o >0, le lieu de Black présente une asymptote verticale d’abcisse —« - 90°
et le module tend vers +oo.

5.4.6 Abaque de Black - Nichols

Labaque de Black-Nichols permet a partir de la
connaissance du lieu de transfert dans le plan de Black
de la Fonction de Transfert en Boucle ouverte (FTBO) *® T(p)
d'un systeme a retour unitaire d’obtenir le lieu de
transfert dans le plan de Black de la Fonction de trans-
fert en Boucle fermée (FTBF).

On peut écrire pour un systeéme asservi a retour unitaire :

S(p)

FTBO(p) = —— =T(p) (5.102)
e(p)
S(p)  T(p) _ FTBO(p)

FTBF(p) = (5.103)

E(p) 1+T(p) 1+FTBO(p)

La fonction complexe z — % permet donc le passage de la FTBO la FTBF

z
a retour unitaire. I'abaque de Black-Nichols (disponible en annexe page 333) est
constitué des deux réseaux de courbe déduits de cette fonction :
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‘ ™~ _ ~ 02dB- — _ T [ ™~ Y
‘ - - -~ o | A 0.2dB

\

\\
\
_ \-05dB

FIGURE 5.20 — Abaque de Black - application

z
— Le premier, le réseau iso-module, |T| = Cte gradué en dB permet d’ob-
z

tenir le gain de la FTBF pour chaque pulsation de la FTBO, ce réseau de
courbes est "centré" par rapport au point (—180°,0dB) ;

z
— Le second, le réseau iso—phase, arg(ﬁ) = Cte gradué en degré permet

d’obtenir 'argument de la FTBF a partir de la FTBO, ce réseau de courbes
"rayonne" depuis le point (—180°,0dB) .
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a) Utilisation

Apres avoir tracé le lieu de Black de la FTBO (fig 5.20 page précédente), on
releve pour chaque pulsation de la FTBO

- lavaleur du gain de la FTBF sur le réseau de courbes iso-modules,

— etla phase sur le réseau de courbes iso—phases.
Ainsi, pour la pulsation w; = 1,5rads™}, la courbe iso-module 2,3dB et la courbe
iso—argument —45° interceptent ce point.

Les coordonnées ainsi obtenues permettent de tracer point par point le lieu de
la FTBE

On peut aussi a partir de cette lecture obtenir le maximum d’amplitude de la
FTBE et en déduire la présence ou non d'une résonance puis déterminer le coef-
ficient de surtension. Pour que la FTBF posséde une résonance, il suffit que le lieu
de Black de la FTBO coupe une des courbes iso-modules fermées autour du point
(—180°,0). La pulsation de résonance de la FTBF correspond au point de tangence
du lieu de Black avec une courbe iso—-module fermée.

On constate que pour 'exemple, la pulsation 2,13rads™! est tangente a la courbe
iso-module a 4 dB, cette pulsation, est la pulsation de résonance de la FTBE

Un critére de réglage souvent utilisé pour un systeme asservi est d’ajuster le
A(wy)
A(0)

coefficient de surtension (ou de résonance) Q =

dB2,3dB.
Pour réaliser ce réglage, il suffit de régler le gain de la FTBF afin que le lieu de
black de la FTBO tangente le contour a 2,3dB de ’abaque de Black.

ala valeur Q = 1,3 soit en

5.5 Exercices

Exercice 22- Identification fréquentielle Corrigé page 183
On souhaite déterminer la fonction de transfert d'un systeme par une étude
fréquentielle. Pour cela, on a relevé la réponse temporelle de la sortie pour plu-
sieurs fréquences (fig 5.21(a) a fig 5.21(f) ) (0,2Hz, 0,4Hz, 0,6Hz, 0,8Hz, 1Hz, 2Hz).
Q1. Compléter le tableau 5.1 puis tracer les diagrammes de Bode de la fonction.

Fréquence [Hz] | 0,1 | 0,2 |04 |06 | 0,8 |1 |2 3,5
Gain ([dB] 9,5 -20
Déphasage [°] | 0,5 -179

TABLE 5.1 — Relevés

Q2. Proposer un modéle puis identifier les coefficients.
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Exercice 23- Second ordre généralisé Corrigé page 184

. 1+T-p e s ) ;
Soit H(p) = , on se propose d’étudier la réponse fréquen-
1+T1-pA+T2-p)

tielle pour les cas suivants :
— T < Ty <T,avec pourles tracés T =0,01s, T; =0,1set T, = 1s;
- Ty < T < T, avec pour les tracés T =0,1s, T; =0,01set To = 1s;
— T; < T, < T avec pour les tracés T; =0,1s, T, =0,0lset T = 1s.
Q1. Tracer les diagrammes de Bode pour chacun des trois cas.

Exercice 24- Second ordre généralisé-2 Corrigé page 185

1+T-p
avecT=0,02etz=0.4
142z-T-p+T?- p?
Q1. Tracer les diagrammes de Bode de G(p.

Q2. Tracer le lieu de Black puis celui de Nyquist.

Soit la fonction G(p) =20

Exercice 25- Avance de phase - retard de phase Corrigé page 186
1+a-T-
SoitF(p) = Tpp avec T = 0,5 s pour les valeurs suivantes de a : a = 8 puis

a=0,1.

Q1. Tracer les diagrammes de Bode pour les différentes valeur de a.

Q2. Déterminer le maximum (le minimum) de I’amplitude en fonction de a.
Nous verrons plus loin que cette fonction de transfert correspond a un correc-

teur a avance de phase ou a retard de phase.

Q3. Pour quelle valeurs de a parle-t-on de correcteur a avance de phase.

Exercice 26- Systéme a retard Corrigé page 188
Soit le systeme décrit par la fonction de transfert

1 + 0,4 * p 9_0)05P

Ho(p) =
2P =03 70,2 07

Q1. Tracer les diagrammes de Bode, Black et Nyquist de Ha (p).
Q2. Préciser pour chaque fonction et courbe, les points caractéristiques et les asymp-
totes.

Exercice 27- Etude d’un systéme bouclé Corrigé page 189
Soit un systeme décrit par le schéma bloc ci-dessous :

E; € u 1 S
K G(p) —

Un relevé fréquentiel du mécanisme a permis de préciser la fonction G(p) (ta-
bleau 5.2).
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Pulsation [rad/s] 0.10 0.18 0.32 0.56 1.00 1.78 3.16
Ampl. [dB] -6.0 -6.0 -5.8 -5.4 -4.2 -1.2 -11.0
Phase [°] -1.7 -3.1 -5.6 -10.4 -21.8 -68.6 | -147.7
Pulsation [rad/s] 5.62 10.00 17.78 | 31.62 | 50.30 | 80.00
Ampl. [dB] -23.1 -33.7 -43.9 -54.0 -62.0 -70.1
Phase [°] -166.3 | -1729 | -176.1 | -177.8 | -178.6 | -179.1

TABLE 5.2 — Relevé fréquentiel de G(p)

Q1. Tracer les diagrammes de Bode de G(p).

1
Q2. Sur ces mémes diagrammes, tracer les diagrammes de — puis les diagrammes
p
de Bode de la FTBO pour K=1.

Q3. Tracer le diagramme de Black de G(p) sur 'abaque de Black.
Q4. Tracer le diagramme de Black de la FTBO pour K=1.

Q5. Tracer, a partir de 'abaque de Black, les diagrammes de Bode de la FTBE

5.5.1 Corrigés
Cor. 22,

Sujet page 180

Q1. Pour reconstruire a partir de ces relevés, les diagrammes de Bode il suffit de relever pour chaque essai, lors
du régime permanent :

e
gain pour la pulsation w de la fonction de transfert que I'on convertit ensuite en dBG;p = 20logG

A
- l'amplitude du signal d’entrée (A, (w)) et du signal de sortie (A;(w)), le rapport A—S = G(w) nous donne le

— Tl’écart temporel entre le signal d’entrée et le signal de sortie (il est judicieux de mesurer cet écart a I'in-

tersection avec I’axe des abscisses). De cet écart, connaissant la période (T) on déduit le déphasage entre

ts— I,
les deux signaux. ® = % -2m enradian ou ® = ST -360 en °.

ts— le

A
Fa

ATaide de ce tableau on trace le graphe de la figure 5.22.

Q2. On constate que :

- lorsque la pulsation tend vers 0

- le gain (en dB) tend vers 9,5dB ,
- le déphasage tend vers —0°;
- lorsque la pulsation tend vers +oo;
- le gain présente une asymptote de —20dB/dec,
- le déphasage tend vers —180°;

[

[

I\ L
f ) Ay G | Gug T s | ©[] l\\ ” \\ / \\ ,’ \\
02 | 1,256 | 33 | 33 10 5 51 | -7,2 I A [
04 | 251 | 46 | 46 | 13 | 25 | 515 | 21,6 As A0 A
06 | 376 | 78 | 7,8 | 17 16 | 53 | 6438 | (/AR
0,8 5 39 | 39 11 | 1,25 | 55 | -144 [ i ‘
1 6,3 L9 | 1,9 5 1 | 545 | -162
2 | 1256 | 035 | 035 | -9 | 05 | 525 | -180

[——

-

I

D B s

—
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- la courbe d’amplitude présente un maximum.

. N

/

ﬁ‘—.\\
-30 \
-60

-90

~120

~150 \\\

180 —
1071 100 10! 102

FIGURE 5.22 — Identification fréquentielle - diagrammes de Bode

On peut donc modéliser le systeme par une fonction de transfert du 2"dordre avec un coefficient d’amortis-

sement z inférieur 20,7 ; H(p) =

o>
'z

1+—p+p—2
Wn Wy

On détermine les coefficients :
K: apartir de 'asymptote horizontale 20logK =9,5=>K =3;

. . . 1 -
z: apartir du coefficient de surtension Q = ———— avec ici

2-zV1-22
Qg =17-19,5=7,5dB on déduit z = 0,2
wp: Wy =4rad/ssoiten:

— cherchant l'intersection des deux asymptotes du diagramme d’amplitude,
- cherchant graphiquement la pulsation pour laquelle le déphasage est de —90°,

— par calcul a partir de la pulsation de résonance w; = 0w,V 1-2z2

Cor. 23, Sujet page 182

La fonction H(p) se construit comme le produit de trois premiers ordres dont un au numérateur. la fonction
globale s’obtient en sommant sur les diagrammes de Bode chacun de ces 1¢ordres.

On retrouve le détail du tracé du premier cas (T < Ty < T») sur le graphe suivant (figure 5.23), on remarque :

1
- une pente de +20 dB/dec pour 1+ T - p a partir de la pulsation T ainsi qu'un déphasage de +90°;
- une pente de —20 dB/dec pour chacune des deux autres fonctions ;

On retrouve sur le deuxieme graphe (figure 5.24), le lieu de Bode de chacune des trois fonctions. on re-
marque I'influence de la constante de temps du numérateur sur la forme du diagramme d’amplitude et de phase.
Le numérateur apporte une avance de phase qui sera utile pour stabiliser les systemes.
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FIGURE 5.23 — Diagrammes de Bode de TFOTp) (4T p)
20 dB cas3
0
cas 2
20
as 1
—40
-60
-80 ; rad/s
10~ 100 10! 102 3
90
45 —
__/ cas 3
0
B \‘
ﬁ’\ e \
-0 \
. L cds 1 /
—-180 S Trad/s
107! 100 10! 102 103
FIGURE 5.24 — Diagrammes de Bode des 3 cas
Cor. 24, Sujet page 182

Le tracé s'obtient comme précédemment en additionnant graphiquement les deux fonctions de transfert,

1
on constate de plus que la pulsation propre du dénominateur est w; = T d’olile tracé de la figure5.25 sur lequel

sont représenté le numérateur, le dénominateur et G(p).
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V2 .
Le dénominateur présente une résonance (z =0,3 < 7), pour la pulsation

1

22V/1-22

1
Wr=wp \/1 —2.22= T \/1 —2-72. Le maximum se déduit du coefficient de résonance Q =

G1(p)=20(1+Tp)
20

" /\
0 G(p) =Gy (p)-Ga(p)

-10

—20

1
Gp=———m—
~30 2 14-21-'['-/74—'1‘2-/7‘Z

100 10! 102 103
90 Gy (p)

—45 \
90 G(p)

180 Go(p)
100 10! 102 103

FIGURE 5.25 — second ordre généralisé

Cor. 25, Sujet page 182

Q1. Diagrammes de Bode
Qla. a=8:figure5.27

On construit les diagrammes en sommant les représentations de F1(p) =1+ a-T-p et Fa(p) = I +”1F »
traits pointillés).
On remarque que :
- les diagrammes d’amplitude et de phase présentent deux cassures :
— la premiére pour ot = %,
- laseconde pour w,T = =
- le diagramme d’amplltude tend vers une asymptote horizontale ;
- le diagramme de phase présente un maximum pour ®;;qx-
Q1b. a=0,1:figure5.27
On construit ce diagramme comme le précédent, on note que le diagramme des phases présente ici un
minimum.
Q2. Détermination du maximum
V1+a?T2w?
V1+T2w?
- limy—+0|FJw)| =1 d’ol1 une asymptote horizontale sur le diagramme de Bode 0d4B;
- limy—4+00|FJw)| = a d'ol1 une asymptote horizontale 20loga, le module n'est donc augmenté au
maximum que de 20loga.
Ar E B (a-1DTw
gument arg(FJw) = arctan(m)
- limy,— 4+ arg(FJw)) = 0 d’ol1 une asymptote horizontale
- limy— o0 arg(FJw)) = 0 d’olt une asymptote horizontale
- calculons maintenant la dérivée
d ~-T(a-1)(-1+aT?w?)
do rEF0e) = 1+ a2Tw* + T2w2a? + T20?)’

Module |[F(Jw)|=




5.5 Exercices

187

_+Fi1(p)

_______ e F(p) = F1(p) - Fa(p)

10! 102

R 8 PP =l Fi(p)

Wiax

— F(p) =F1(p)-Fa(p)

40

----- F
= 2(p)

FIGURE 5.26 — Premier ordre généralisé, a = 8

30

_+ F1(p)

20

10

=10

B F2(p)

4

20-loga ~_ g
H = TF(p)=F1(p) - Fa(p)

107!

e_L_-
fat
g
3 .
S
=o
3
Q
p=}

= Fi(p)

\

==

1)

1

F(p) =F1(p)-F2(p)

Db+ = 4 M

%

=5 F2(p)

Cette dérivée s’annule pour w4y = vaT, le diagramme des phases présente donc un maximum

100 10! 102

FIGURE 5.27 — Premier ordre généralisé, a = 8

(73]
Dqx = arctan | ——

2va

que I'on peut aussi écrire

a—
Dqx = arcsin| ——|.
a+1
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On remarquera que la pulsation w4 = v/aT (respectivement w,,;5,) estla moyenne géométrique des deux
1
pulsations wt = T etwgr = T et se place sur le diagramme de Bode (échelle logarithmique) & mi-chemin.
a
Q3. On appelle :

T.
— correcteur a avance de phase, un correcteur C4(p) = WP tel que a > 1, la phase est localement
P
augmentée;
5 1+a-T-p
- correcteur a retard de phase, un correcteur Cg4(p) = T+T-p tel que a < 1, la phase est localement
P

diminué.
Nous verrons lors de I'étude des correcteurs que le correcteur a avance de phase est souvent utilisé pour
améliorer la marge de phase d’un systéme asservi.

Cor. 26, Sujet page 182

Qla. Diagrammes de Bode (figure5.28)

10 —dB

30 — Hoq

20

10

0 HZC
-10

20

-30

40

-50 H
-60 2
_ ™N 7

0 Hop

—-80 — - rad/s
1072 1071 100 101 102 103

90 2 H»,
60

30

0

—
-30 —~
- —
-60 Hac
-90
~120
. Ho
~150
Hap

180 rad/s

1072 107! 100 10! 102 103
FIGURE 5.28 — Systéme a retard

Ici aussi, on réalise le tracé du diagramme de Bode en décomposant la fonction de transfert Ha(p) en 3
fonctions élémentaires :

—0,05-p

Hoq(p)=1+0,4-p  Hyp(p) = Hoc(p)=e

1+3-p+0,2-p?

Hy4: onreconnait un premier ordre au numérateur, de constante de temps T, = 0,4s. Le diagramme d’ampli-

1
tude présente un pente de +20dB/dec a partir de wy, = o= et la phase tend vers +90.
2a

H,j, ¢ Onreconnait un second ordre que I'on met sous forme canonique pour identifier les coefficients :
1 B 1
143-p+0,2-p2 2.z 2
pr02:p?  2:z:p p?

Wp w%z

Hyp(p) =
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1
On obtient: z~3,35 et w, = 55 = 2,23. Hyp,(p) peut donc étre mis sous la forme d’un produit de deux
' 1 1
premiers ordres avec pour constantes de temps avec : T; = 0,0628 = —— et T2 = 2,931 = —— d’ou

15,92 0.34
finalement
1

T (1+0,0628-p)(1+2,931-p)’

Hap(p)

Hy. Le module de Hy. est égal a 1 et sa phase est toujours décroissante (— —oo).

Le tracé final s’obtient en sommant les trois fonctions.
Q1b. Diagramme de Black (figure 5.29)

Pour tracer le diagramme de Black, il est assez ra- dB

pide ici, de relever sur les diagrammes de Bode le mo-
dule en dB et la phase en degré puis de reporter ces -1go -1p5 10 ) / 9
coordonnées sur le diagramme de Black. /
Fréquence | Amplitude Phase 10
0.01 0.0 -1.5 \
0.04 0.0 53 >
0.07 -0.2 -9.8 /
0.23 -1.6 -30.3
0.43 -4.0 -44.7
0.81 -7.8 -54.5 "
1.5 -11.9 -55.9 /
28 150 528 / !
5.3 -16.9 -55.3 N
10.0 -18.5 -72.9 [
187 -21.0 -110.0 n
35.1 -25.0 -169.9 P
65.8 -29.9 -267.1 1
100.0 334 | 3692 «
v

FIGURE 5.29 — Diagramme de Black
Sur le diagramme ci-dessus, le tracé en trait continu représente le lieu de Black de Hz(p), la courbe en
pointillé représente la méme fonction de transfert sans le retard.

Im

1

Qlc. Diagramme de Nyquist (fi-
gure5.30)

Le diagramme peut étre tracé soit a 4 0 e
partir de la partie réelle et de la partie ima-
ginaire soit a partir du module et de I'argu-
ment. a1

On constate que lorsque w — oo, la
courbe s’enroule autour de 'origine (effet
du retard).

~——

FIGURE 5.30 - Diagramme de Nyquist

Cor. 27, Sujet page 182

Q1. Les diagrammes de Bode sont construits point par points a partir du tableau de valeurs (figure 5.31).

1
Q2. Le lieu de Bode de la FTBO est obtenu en sommant pour chaque pulsation, le lieu de G(p) et de —.
p
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20 —~&

- — — 0~ — — @ — — 09— — =8 == <

-60

IS
\\ S .o
v \
-100

-120 rad/s
1071 100 10! 102
0
——
. ™~
-90
———
-135 \
—-180 \ \\‘-\0—
225
—270 \\’\"‘ rad/s

1071 100 10! 102

FIGURE 5.31 — Diagramme de Bode de la FTBO

9010°

_45°
Cob o deo S - L anar

FIGURE 5.32 - Diagramme de Black FTBO - FTBF

Q3. figure5.32

Q4. A partir du tracé précédent (du tableau pour G(p)), on reléve quelques points que I'on reporte sur 'abaque
de Black (figure 5.32) en utilisant le systeme de coordonnées rectangulaires. Le systéme étant a retour unitaire,
la lecture du systeme de coordonnées curviligne permet pour chaque pulsation de déterminer I’amplitude et le
déphasage correspondant pour la FTBE



CHAPITRE 0O

ANALYSE DES SYSTEMES ASSERVIS

6.1 Caractérisation des systemes asservis

6.1.1 Structure des systémes asservis

Un systeme asservi linéaire peut se représenter par le schéma 6.1. On y re-
trouve, une chaine d’action qui agit sur le systéme pour obtenir la sortie souhaitée
en fonction de la consigne, une chaine d’information qui préleve une image de la
sortie, cette image est comparée a la consigne a atteindre.

CHAINE D’ACTION

consigne écart . u . sortie
Comparer Réguler Agir

A

mesure

Mesurer

CHAINE D’INFORMATION

FIGURE 6.1 — Structure d’'un systéme asservi

Nous avons caractérisé, dans le manuel de premiére année, les outils permet-
tant son étude (transformation de Laplace, schéma blocs, analyse fréquentielle et
temporelle, ...), Il nous faut maintenant caractériser le fonctionnement souhaité
d’un systéme asservi et préciser les moyens permettant d’obtenir ce fonctionne-
ment.

191
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6.1.2 Caractéristiques d’'un systeme asservi
a) Quelques exemples de cahier des charges

Four Un four électrique doit atteindre la température de consigne a 10°C pres en
moins de 30 min puis la maintenir sans fluctuation. A I'ouverture de la porte
la température ne doit pas chuter.

Robot d’assemblage Un robot assure 'assemblage de deux pieces, la premiere
arrive sur un tapis et s’arréte devant le poste d’assemblage. Le robot saisit
l'autre piece sur un tapis d’amenage et la positionne sur la premiere. La pré-
cision d’assemblage est de 0,2 mm.

Robot d’assemblage 2 Afin d’améliorer la productivité du poste précédent, on ne
souhaite plus arréter la premiére piéce et réaliser I'assemblage de manieére
dynamique.

Suspension La suspension active doit permettre assurer une hauteur de caisse
constante quelle que soit la charge du véhicule et d’absorber les défauts de
la route. Le nombre des oscillations résiduelles ne doit pas étre supérieur a
3.

Nous voyons au travers de ces quelques extraits de cahier de charges les carac-

téristiques que 'on peut attendre d'un systéme asservi :

— Le temps de réponse du four est de 30 min;

— Le systeme de régulation du four doit permettre de rejeter les perturbations
(ouverture de la porte) ;

— La précision est une qualité importante pour le four (10°C pres), le premier
robot (0,2 mm). Pour ces deux systémes, il s’agit de 'erreur a une entrée
constante (la température, la position), pour le deuxieme robot, il doit étre
précis pendant le mouvement (suivi de trajectoire).

— La réponse temporelle de la sortie peut comporter ou non des oscillations
avant la stabilisation et bien stir tous ces systémes doivent étre stables.

b) Fonctionnement souhaité

Précision La précision étant I'écart entre la consigne et la sortie du systeme, il
semble évident que I'on souhaite que cet écart soit nul. Dans le cas d'un
asservissement de type régulation, on cherchera a avoir une erreur indi-
cielle nulle (pour une entrée de type échelon) et si le systeme doit suivre
une consigne évolutive (suivi de trajectoire), une erreur de trainage nulle.
Il faudra aussi vérifier que le systéme n’est pas sensible aux perturbations
extérieures (I'ouverture de la porte d'un four doit étre corrigée le plus rapi-
dement possible).

Stabilité La stabilité est la qualité la plus importante que doive posséder le sys-
téme asservi. Un systéme qui atteint sa position finale aprés de nombreuses
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oscillations est stable mais ne peut étre considéré comme un systéme cor-
rect. La stabilité n’est donc pas seulement une qualité binaire stable /non
stable. La notion de dépassement, associée aux marges de stabilité, permet
de caractériser cette stabilité relative.

Rapidité Comme pour la précision, on souhaite que le systéme soit le plus rapide
possible. Souvent apres avoir réglé la stabilité du systeme, avoir obtenu la
précision souhaitée, il ne reste plus de possibilité de réglage de la rapidité
sans modifier les parametres précédents.

6.2 Stabilité

6.2.1 Position du probléme et définitions

Une maniere intuitive de préciser la notion de stabilité est d’'imaginer un sys-
téme que 'on écarte de sa position initiale par une impulsion et de regarder son
évolution, s'il retrouve sa position initiale, il est stable, s’il s’en écarte, il est in-
stable. Les petits schémas 6.2 précisent quelques comportements possibles d'un
systeme. Un systéme a stabilité indifférente va s’écarter de sa position initiale pour
trouver une autre position stable différente de la premiere, le systéme s’écarte mais
ne diverge pas.

o N o O

(a) stable (b) instable (c) indifférent (d) conditionnel

FIGURE 6.2 — Représentation de la stabilité

Un systéme réel instable oscille jusqu’a la destruction, ces oscillations sont
dans le cas général limitées par les différentes saturations (limites des amplifica-
teurs opérationnels, butées physiques,...). Ces limitations physiques peuvent lais-
ser croire que la sortie du systeme est bornée.

Plusieurs définitions de la stabilité sont envisageables.

a) Définition 1

Un systeme est stable si a une entrée bornée correspond une sortie bornée.
Remarque : cela revient a solliciter le systéme avec une entrée bornée (type
échelon) et a vérifier que la sortie ne diverge pas.
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b) Définition 2

Un systeme est stable si la réponse libre du systeme tend vers zéro a 'infini.

Remarque 1 : étudier la réponse libre d'un systéme, revient a étudier le sys-
téme lorsqu’on I'écarte de sa position d’équilibre et a analyser sa réponse. Un sys-
téme stable a tendance a revenir dans sa position d’équilibre, un systeme qui ne
revient pas dans sa position d’équilibre mais ne s’en écarte pas est dit juste in-
stable.

Remarque 2 : pour étudier la réponse libre, il suffit de solliciter le systeme par
une impulsion de Dirac et de vérifier que celui ci revient en position initiale.

Ces deux définitions sont équivalentes dans le cas de systémes linéaires mais
sont parfois mises en défaut.

c) FEtude générale de la stabilité

Modele d’étude Tout systeme linéaire (sans retard) peut se mettre sous la forme
du schéma bloc ci-dessous.

E(p) K-N(p) | S(p)

p*-D(p)

H(p)=

Avec:
- KlegainK>0;
— N(p) et D(p) deux polyndmes tel que :
- NO)=1letD(0)=1
- N(p)dedegré m,N(p)=1+ay-p+az-p*>+--+ay-p™,
- D(p) de degré n, D(p) :1+b1~p+bg~p2+~~-+bnop";
— «ola classe du systeme.
Pour un systéme physique, en vertu du principe de causalité (I'effet ne peut pré-
céder la cause), le degré du dénominateur est supérieur au degré du numérateur.

6.2.2 Etude de la stabilité

Afin d’étudier la stabilité du systéme, on se propose de déterminer I'allure de
la réponse temporelle du systeme écarté de sa position initiale puis relaché.

Abandonner un systéme avec une condition initiale non nulle revient pour
I'étude du comportement a considérer que le systéme a été soumis a l'instant £ =0
a une impulsion e(#) = Ag - 8(¢) avec 8(¢) I'impulsion de Dirac, si celui-ci revient
dans sa position initiale, on considére alors que le systeme est stable.

On rappelle que la transformée de Laplace de I'impulsion de Dirac est

Z6(1)=1d'out Z (e(2)) = Ap.
Nous avons H(p) = % d’'ou S(p) =H(p) -E(p) finalement S(p) = Ag-H(p).
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La réponse temporelle s(t) se déduit de la transformée inverse de S(p) :
(=271 (S(m) =A0- 27 (H(p)). (6.1)

Etudier la réponse temporelle d’'un systéme linéaire soumis a une impulsions
de Dirac revient donc a étudier la transformée inverse de la fonction de transfert
du systéme :

L7HHPp)) = h(D) - u(t) (6.2)
. .. t<0 u(n)=0
avec u(t) la fonction de Heaviside telle que { 120 w=1"

I reste donc a déterminer la transformée inverse de H(p) , pour cela nous al-
lons décomposer la fonction de transfert en éléments simples et rechercher les
racines du dénominateur (les poles).

H(p) = K-N(p) K-(l+ar-p+ay-p*+---+apn-p") 63)
V)T b (p) T (T b pa o gt by ) '

Tout polynéme posséde et / ou :

— desracines nulles;

— des racines réelles, simples et / ou multiples;

- des racines complexes, simple et / ou multiples.

Le polynéme du dénominateur peut donc se mettre sous la forme d'un produit
de fonctions du premier et du second ordre :

H(p) =K' 1 l+ay-p+az-p*>+--+am p™ 6.4)
P= p ®j 2, 2% 2, 32| '
M(p—c)* - T((p—a)*+ )11 (02 + 1)
J l k
p*: racines nulles d’ordre «,
I1 (p-c j)af : racines réelles multiples d’ordre «;,

avec: ];[(( p- al)z + b%)al :  racines complexes multiples d’ordre «;,

[1(p*+ b?)ak : racines imaginaires pures multiples d’ordre ay.
k

On suppose pour simplifier I'étude qui suit que toutes les racines sont simples,
le cas des racines multiples sera examiné plus loin.
Si les racines sont simples (a = aj = ax = o; = 1) alors

. Sp? ... .pn
H(p):K’-l- l+a1-p+a p2+ +am-p 65)
P 1(p=cp)-TI((p—ar)+b2) -1+ 22)
J l k
etla décomposition en fractions simples s’écrit :
C Cj A;-p+B Ar-p+B
H(p)=Z—f+Z J +y 1'p+b +y kP +Dbg 6.6)

P T PC T (p—al)2+b% k pz"'bi
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on reconnait :

Y =f : décomposition en fraction simple des racines nulles,
fp
Cj ) . o : )
: décomposition en fraction simple des racines réelles,
jpP=Cj
A;-p+B;  décomposition en fraction simple des racines complexes
5 : L
[ (p—a)” + bf conjuguées,
Ag-p+Bg décomposition en fraction simple des racines imagi-
r PP+ bi ' naires pures.

La réponse temporelle est donc la somme des réponses temporelles. Le sys-
téme sera instable si un des termes ne tend pas vers 0 en I'infini, il nous suffit donc
d’étudier chacune des transformées inverses pour obtenir les conditions de stabi-
lité du systeme.

Commencons par les racines réelles et complexes.

Racines réelles ) P : apartir du tableau des transformées inverses en annexe
JP~¢
(page 331) on déduit
C; -1
j_Z .Cj- e, (6.7)
p—¢j

Par définition, le systeme est stable sila réponse temporelle tend vers 0 lorsque
t tend vers I'infini. L'allure de la réponse temporelle ne dépend donc que du

signe de ¢; .
- ¢j >0, alors tlgglo (e'") = +o0, la sortie diverge, le systéme est instable;;
- ¢j <0, alors IILI& (ecf‘t) = +0, la sortie tend vers 0, cette racine ne rend pas
le systeme instable.
. Ap-p+By L
Racine complexes ). ————— :letableau des transformées inverses ne donne

2, 12

I (p—a))” + b A .
-p+

pas directement la transformée de % par contre, il est possible

(p—a) +b

de la déduire a partir des deux formes suivantes :

b -1
S Pria? < e=%!.ginb-ret
p+a
p+a L!

- L L emal. bt.
Pt (p+a? e cos

La transformée inverse est donc de la forme :
Aj-p+B;
2
(p-a) +b7

K;-e% " sin(b; -t +@;) (6.8)

Le sinus est toujours borné, la stabilité du systéme ne dépend donc que du
signe de a; :
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— a; > 0, comme précédemment tlim (e%'!) = +oo, la sortie diverge, le sys-
—00

téeme est instable
- a; <0, dans ce cas, tlim (e“" ") = 0, la sortie tend vers 0, cette racine ne
—00

rend pas le systéme instable.

Remarque : nous n’avons traité que le cas des racines simples, une racine mul-
tiple ne modifie pas la condition de stabilité, 1a partie réelle doit étre négative.

Il ne reste plus qu’a étudier le cas d'une racine nulle, et le cas d'une racine
imaginaire pure mais nous allons ici prendre en compte le fait que la racine soit
simple ou multiple.

1 . . .
Racine nulle simple — , 0 est racine du dénominateur. La transformée inverse

est:

L2 . (6.9)
p

La sortie tend donc vers une constante non nulle. Le systeme ne revient pas
a 0 mais ne s’écarte pas indéfiniment, il reste borné. On dit alors que le sys-
téme est juste instable.

1
Racine nulle double — , du tableau des transformée, on déduit

p2
1 ot
— L (6.10)
p
On constate que la sortie diverge lorsque ¢ croit. Le systeme est donc in-
stable.
Racine imaginaire pure simple ——k _ onaalors Pk = £ j-wg qui estracine du
p2+w?€ ) k==x] Wk

dénominateur.
Du tableau des transformées on déduit :
1 -11
ﬁ=—<L,—sinw.t. (6.11)
p°+w o)
La sortie est constamment sinusoidale, elle ne tend pas vers 0 mais elle reste
bornée. On dit alors que le systéme est juste instable.
A
Racine imaginaire pure double — % __ le tableau donne

2
(p2 + mk)z

1 it 1 .
5 2(smoa-t—m-t-cosoo-t). (6.12)
(p2+o)2) 2.0

Le second terme tend vers I'infini, le systeme est donc instable.
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a) Conclusion

— Siles parties réelles des racines complexes sont toutes négatives et si toutes
les racines réelles sont négatives, alors la réponse transitoire du systéme est
composée d’exponentielles amorties et décroissantes, la réponse tend vers
zéro pour t tendant vers I'infini, le systéme revient a sa position d’équilibre,
le systeme est stable;

— Si un des poles réels est positif, le systéme est instable. Le systéme est de
type divergent exponentiel;

— Siun des podles complexes est a partie réelle positive, le systeme est instable.
Le systeme est de type oscillatoire divergent;

— Si0ou +jw est racine simple, le systéme est juste instable;

— Si0ou + jw est racine multiple, le systeme est instable.

6.2.3 Condition de stabilité

Enoncé (condition de stabilité) Un systeme est stable si, et seulement si, la fonc-
tion de transfert en boucle fermée n'a pas de pdle a partie réelle positive ou nulle.

Remarque : on appelle péles de la fonction de transfert les racines du déno-
minateur.

6.2.4 Position des poles

La position des poles dans le plan complexe de la fonction de transfert en
boucle fermée nous renseigne sur la stabilité de la fonction de transfert (fig 6.3).
11 suffit donc d’étudier les racines du dénominateur de la fonction de transfert en
boucle fermée pour savoir si le systeme est stable ou instable. Mais si on sait ré-
soudre des polyndémes de degré 1, 2, 3 voire 4, on ne sait pas déterminer de maniere
systématique les racines d'un polyndme de degré supérieur nous verrons plus loin
qu'’il existe des outils qui a défaut de nous donner les racines nous indiquent le
signe de celles-ci.

6.2.5 Ciriteres de stabilité

La connaissance des racines permet de déduire si le systeme est stable, mais
il n’est pas envisageable de déterminer les racines d'un polynéme de degré élevé.
Les criteres ci-dessous nous permettent de déterminer le signe des racines sans
avoir besoin de déterminer les racines. On distingue les criteres algébriques et les
criteres graphiques.
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STABLE INSTABLE
Racine nulle Racine nulle
simple > multiple
Racines com.— Racine réelle
plexes a partie positive

réelle négative

~ .

/
.\

Racine réelle / \ Racines com-

négative plexes a partie
réelle positive

|
[ 3

Racines imagi- Racines imagi-
naires simples naires doubles

FIGURE 6.3 — Positions des poles et stabilité

a) Critere de Routh

Le critére de Routh est un critére algébrique permettant de déterminer a partir
du polynéme du dénominateur de la fonction de transfert le signe des racines de
ce polynome sans avoir a résoudre I’équation D(p) = 0.

Pour une fonction de transfert en boucle fermée s’écrivant,

N(p)  am-p"+am1-p™ '+ .+ar-p'+a

= ) 6.13
D(p) Dbu-p"+Dby1-p"l+---+by-pl+by 6.13)

BF (p) =

on déduit 'équation caractéristique :

D(p)=0 (6.14)
bp-p"+by1-p" 4+ 4b-pt+by=0.

Condition nécessaire
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Enoncé (Condition nécessaire de stabilité) Pour que le systeme soit stable, il faut
que tous les coefficients de I'équation caractéristique soient du méme signe que by,.

Remarque : cette condition est une condition suffisante pour les systémes du
premier et du second ordre.

Tableau de Routh Le critere de Routh permet de déterminer le signe des racines
d’'un polynéme a partir du tableau ci dessous construit a partir des coefficients
du polynoéme. On place sur la premiere colonne les puissances décroissantes du
polynome de p” a p°.
Les deux premieres lignes sont constituées des coefficients du polynoéme :
— La premiére est constituée des coefficients de méme parité que le degré n
du polynome, rangés suivant les puissances décroissantes;
— Ladeuxiéme est constituée des coefficients de méme parité que n—1, rangés
suivant les puissances décroissantes.

p" Ann=bn | Ap=bp— | A13=bpy Aig=by | Ayy=bo
p" b [ Api=buy [ Ap=bu3 | Aps=bus Ay =Dby 0
p"? Azl A3z As3 . 0
p"3 Ag Agp Ay3 0 0

: : : : 0 0
Ag-2)1 Agi-2)2 Agi-2)(j+1) 0 0
Ai-11 Ag-1)2 A1) (j+1) 0 0
pn7i+1 Al] 0 0
: : : : 0 0
p! Ap-11 Am-12 0 0 0 0 0
p° Ap1 =bo 0 0 0 0 0 0
TABLE 6.1 — Tableau de Routh
Les coefficients de la troisieme ligne sont calculés comme suit :
-1 A A
Agp=—-| (6.15)
App | Az1 Az
_ -1 . bn bn—z _ (bn ) bn—S - bn—l i bn—Z) (6.16)
bn—l bn—l bn—3 bn—l ’
le suivant :
-1 | Ay Ap | -1 bp,  bp_4
Agp = — - =—. (6.17)
Az | A1 Asg bu-1 | bn-1 bn-s
Pour la ligne suivante :
=1 | A A =1 | Ay A
Ayp=—- Agp=—-" (6.18)
Az As1 Az A3z As1 Asg
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Pour le terme de la ligne i et de la colonne j :

__ 1 | Ac-2n A2+
Ag-1m1 | Ai-11 AG-n(+D)

Aij (6.19)

On poursuit le remplissage jusqu’a la ligne p°.

La premiere colonne est appelée colonne des pivots et le terme A;_1); est le
pivot de tous les termes de la ligne i.

On remarquera que :

— les termes du triangle inférieur droit sont nuls;

— que le terme by se propage (une ligne sur deux) le long de la diagonale du

triangle jusqu’a la ligne p°;

Remarque : le tableau 6.1 est construit pour un polyndéme de degré pair, pour
un polynéme de degré impair les deux premieéres lignes se terminent différem-
ment (le terme en p° est sur la seconde ligne).

pn bn bn_z bn_4 R bg bl
pn—l bu_1 | bu_sz | bu—s | ... | ... | b2 | by

Enoncé (Critere de Routh) Le systeme est stable si tous les termes de la colonne des
pivots sont du méme signe que A1, = b, . Il y a autant de racines a partie réelles
positives que de changement de signe dans la colonne des pivots.

Le critére de Routh, est un critere de stabilité absolue, il ne permet pas de pré-
ciser les marges de stabilité du systeme.

Cas particuliers Lors de I'établissement du tableau de Routh, deux cas particu-
liers limites peuvent se produire, un zéro dans la colonne des pivots, ou une ligne
de zéro :

Un zéro dans la colonne des pivots pour poursuivre I'étude, on remplace le zéro
par €, dans la suite, puis on fait tendre € vers 0 pour étudier le signe.

Une ligne de zéro dans le tableau de Routh implique la présence d'une racine ima-
ginaire pure, le systéme est donc juste instable.

k
p Uy | Uz | us

p**1 [0 ] 0| 0 [0 | Lignedezéros

Afin de poursuivre I’analyse, on construit, le polyndme constitué a partir des
coefficients de la ligne précédente, ce polynéme est ensuite dérivé par rap-
port a la variable p pour poursuivre le tableau.

— On reconstruit le polynéme de rang k :

Pi(p) :al-pk+ag-pk_2+a3-pk_4+...
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— On dérive ce polynéme par rapporta p :
Pip)=ar-k-p* 't ap- (k=2 p P rag- (k—a)-pF P4

— On remplace les termes de la ligne p**! par les coefficients du polynome

dérivé.
Pk 231 7% us
pk+1 ay-k | ay-(k-1) | az-(k—2) | ... | Laligne de zéro est rem-
placée
pk+2 ... | On poursuit la construc-
tion du tableau

Remarque : : le critére de Routh est trés utile lorsque les coefficients du po-
lyndme sont des parametres de réglage de l'asservissement pour déterminer les
valeurs limites de ces paramétres comme sur |'exemple ci-dessous.

E(p) K S(p)

_— G [ —
@—' ») p-(p*+p+3)

G
W BE(p) = — 2

~1+G(p)
K
pP+p?+3-p+K

On construit le tableau de Routh

pPl 1 |3

2

p 1 | K -1(1 3
et Az = — =3-

p' | Az | 0 T

P’ K |0

Le systeme est donc stable pour 0 < K < 3.
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b) Critére graphique du revers

Le critere de Routh s’applique sur la fonction de transfert en boucle fermée du
systéme, les critéres graphiques permettent d’étudier la stabilité d'un systeme a
partir de la représentation graphique de la fonction de transfert en boucle ouverte.
Cette étude peut étre conduite a partir des diagrammes de Bode, de Nyquist ou de
Black.

Soit le systeme décrit par le schéma bloc suivant :

E(p) e(p) S(p)
4’9,@_’9, BO(p) p

on note, BO(p), la fonction de transfert en boucle ouverte et

BO
BF(p) = (p)

=——— (6.20)
1+BO(p)

la fonction de transfert en boucle fermée
Nous savons que I'étude de la stabilité se résume a la recherche du signe des
racines du dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée.

D(p)=0 (6.21)
1+BO(p)=0 (6.22)

cette condition peut aussi écrire sous la forme

BO(p) = -1 (6.23)

La fonction BO(p) étant une fonction de la variable complexe p, étudier
BO(p) = —1 revient a étudier le lieu (le tracé de la fonction de transfert) de cette
fonction par rapport au point (—1,0) du plan complexe. Le point (—1,0) est appelé
point critique. La position de ce tracé par rapport au point critique nous renseigne
sur la stabilité du systéeme.

Létude peut aussi bien étre réalisé sur le diagramme de Nyquist que sur les
diagrammes de Black ou de Bode.

Enoncé (Critere du revers dans le plan de Nyquist) Un systeme asservi linéaire est
stable si, en parcourant dans le sens des pulsations croissantes le lieu de transfert
dans le plan de Nyquist de la FTBO on laisse le point critique (—1,0) sur la gauche
(figure 6.4(a)). 1l est instable dans le cas contraire.
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Im dB
instable

juste instable
instable +10

71 0 Re \V" -90 sfable ]
/ /(\ juste instable 10
stable /L /
/ | /

\

(a) dans le plan de Nyquist (b) dans le plan de Black

FIGURE 6.4 - Critére du revers

Enoncé (Critére du revers dans le plan de Black) Un systéme asservi linéaire est
stable si, en parcourant dans le sens des pulsations croissantes le lieu de transfert
dans le plan de Black de la FTBO, on laisse le point critique (—180°,0dB) sur la droite
(figure 6.4(b)). 1l est instable dans le cas contraire.

Remarque : le point critique a pour coordonnées (—180°,0dB) dans le plan de
Black.

30
20

10

; m
-10 \
20 ‘ ANy instable
N | | | mStatic
-30
stable ( ! ! ! Ryl
v Sstable \ ! . .
-50 ! ) \ .
60 \ ! 1) juste instable
| | | P
100 \ ‘ \ /ml 102
0 L L L
-30 \ I i
) ] ] ]
-60 \\‘ ‘ ‘
-90 } } }
-120 1 7 1
-150 \,‘¥ :
-180
210 \l’

100 10! 102

FIGURE 6.5 — Critere du revers a partir des diagrammes de Bode

Enoncé (Critére du revers dans le plan de Bode) Un systeme asservi est stable si,
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pour la pulsation wco définie par |H(J - wco)| = 1 (soit 0dB), le déphasage est supé-
rieur a —180° (figure 6.5) .

Remarque : Lutilisation du critere de revers dans le plan de Bode est a ma-
nipuler avec précaution, en effet, contrairement a son application dans le plan de
Black et de Nyquist ou I'on a une vision globale du lieu de transfert, sur les dia-
grammes de Bode, le tracé est décomposé sur deux graphes et il est obligatoire de
s’intéresser aux deux pour évaluer la stabilité.

Les limites du critere durevers Le critere du revers ne peut s’appliquer avec cer-
titude que sur des fonctions de transfert régulieres en boucle ouverte, c’est a dire
ne possédant pas de poéle ou de zéro a partir réelle positive. Ainsi pour le systeme
dontla FTBO s’écrit :

10

BO(p) = 7
(1+2:p)-(1=0,1-p)-(1+2)-(1+10-p)

Le diagramme de Black et le diagramme de Nyquist de la FTBO (figure 6.6 )
semblent indiquer que la FTBF est stable, mais le simple calcul des coefficients
de la FTBF montre que le systeme est instable (coefficients négatifs, la condition
nécessaire n’est pas remplie).

BE() = BO(p) _ 30
p_1+BO(p)_ —33-34-p—35-p2+52-p3+20-pt

fm

\\ /

\\ /

"

(a) diagramme de Black (b) diagramme de Nyquist
FIGURE 6.6 — Les limites du critére du revers

Le critére du revers est la version limitée aux fonctions de transfert régulieres
d’un critere graphique plus complet, le critere de Nyquist.
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c) Critere de Nyquist

Le critere de Nyquist s’appuie sur le théoreme de Cauchy ! qui permet de dé-
terminer graphiquement le nombre de poles et de zéros d'une fonction complexe
compris dans une trajectoire fermée du plan complexe.

Enoncé (Théoreme de Cauchy) Soit (C) une courbe fermée séparant le plan com-
plexe en deux : Uintérieur de (C) et l'extérieur de (C). Soit f une fonction analytique.
Puisque toute fonction analytique est continue, f(p) décrit aussi une trajectoire fer-
meée lorsque s parcourt (C). Notons, P le nombre de péles de f (p) enfermés par (C), Z
le nombre de zéros de f (p) enfermés par (C), et N le nombre de tours autour de zéro
faits par f(p) lorsque p parcourt (C) (on compte positivement lorsque le parcours a
lieu dans le sens direct trigonométrique) alors,

N=Z-P (6.24)

Dans I'exemple de la figure 6.7, on compte Z = 3, P = 1, le contour décrit par
f(s) fait N = 2 tour autour de zéro.

ij Jm
) fp
X
| @ Re
- f(©)
oA« F©

FIGURE 6.7 — Théoréme de Cauchy

Le critere de Nyquist permet a partir du choix d'une courbe fermée (C) englo-
bant la totalité du demi-plan complexe a partie réelle positive de vérifier I'exis-
tence ou non de pole a partie réelle positive de la FTBE

La figure 6.8 présente quelques contours possibles, le premier est utilisable si
0 n’est pas un pole de la FTBO, le second si 0 est un pdle, le troisieme lorsque la
FTBO possede 0 et deux pOles imaginaires conjugués.

Ces contours permettent d’englober le demi-plan complexe en faisant tendre
le rayon extérieur vers +oco et le rayon autour du pole nul (ou des poles imaginaires)
vers 0.

1. nila démonstration du théoréne de Cauchy, ni la démonstration du critére de Nyquist sont au
programme des classes préparatoires
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54 m uZ m S m
R— o0
1A 3 A
Re Re Re
2
— —00
(a) 0n’est pas un pole dela FTBO (b) 0 estun pdle de la FTBO (c) cas général

FIGURE 6.8 — Contours de Nyquist

Soit H(p) la fonction de transfert en boucle fermée du systeme décrit par le
schéma bloc ci-dessous, avec BO(p) la fonction de transfert en boucle ouverte.
E(p) e(p) S(p)
=P P Ca(p) P
Ca(p) Ca(p)

H = =
M P) = T Cap) G 140G
Cr(p)

Enoncé (Critére de Nyquist) Soit un systeme dont la fonction de transfert en boucle
ouverte (BO(p)) possede P pbles a partie réelle strictement positive. Soit N le nombre
de tours fait par le lieu complet de Nyquist de le fonction de transfert en boucle ou-
verte BO(p) autour du point critique (-1,0), comptés positivement dans le sens tri-
gonométrique. Alors, le nombre de péles instables du systeme en boucle fermée est :

Z=P-N (6.25)

Ainsi, le systeme est stable en boucle fermée si Z. = 0, c’est a dire si le lieu de Nyquist
complet fait P tours autour du point critique (-1,0).

Remarque 1: Le critére de Nyquist n’est qu'une simple adaption de théoréme
de Cauchy, au lieu d’étudier les poles et les zéros de H(p), il étudie les poles et les
zéros de 1+ BO(p).

Remarque 2 : les podles de 1+ BO(p) sont les mémes que ceux de BO(p). Le
critere de Nyquist n’est facilement utilisable que si on sait déterminer les poles de
BO(p).

Remarque 3 : au lieu de compter le nombre de tour autour de I'origine (0,0)
de lafonction 1+BO(p), le critere de Nyquist s'interesse au nombre de tour du lieu
complet de Nyquist de BO(p) autour du point critique (-1,0).
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Construction du lieu complet de Nyquist Il nécessaire pour utiliser le critére
de Nyquist de tracer le lieu complet de Nyquist. Ce lieu se construit en plusieurs
étapes correspondant aux différentes parties du contour de Nyquist (figure6.8(a)) :

1. pour la premiere demi-droite, p = j - w est un imaginaire pur et w varie de 0
a +oo, on remplace p par j - w. On retrouve le tracé du lieu de Nyquist de la
fonction de transfert;

2. le tracé de la demi-droite symétrique (w varie de —oo a 0) est le symétrique
par rapport a ’axe des réels du lieu de Nyquist ;

3. le lieu correspondant au demi-cercle de rayon R = co s’obtient en rempla-
cant p par R-e/® et en faisant tendre R — oo. le tracé correspondant est en
général confondu avec I'origine.

4. si0 est un pole de BO(p), le lieu de Nyquist comporte une branche asymp-
totique lorsque w — 0, pour fermer le contour, il est nécessaire de poser
p =r-el9 et de faire tendre r vers 0.

Application Reprenons la fonction de transfert de I'exemple

10
BO(p) = 7
1+2:p)-1=0,1p)-(1+2)-(1+10:p)
m S
N
y Im
R— o0 \
[ \
1)\ 3 1 0 % e
S /
, /
— —0Q /
\_(___/
(a) contour de Nyquist (b) lieu complet de Nyquist

FIGURE 6.9 — Application critére de Nyquist

La FTBO comporte un poéle a partie réelle positive (P = 1), le lieu complet de
Nyquist n’entoure pas le point critique (-1,0),

Z=P-N=1-0=1

Le systéme est donc instable.
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6.2.6 Marges de stabilité

Les criteres ci-dessus sont des criteres de stabilité absolue, ils permettent de
répondre a la question binaire : le systéme est-il stable ou instable ?

La réponse a cette question ne permet pas de régler et d'optimiser le fonction-
nement d'un systeme. Il est nécessaire, pour cela, d'identifier un ou plusieurs pa-
rametres qui permettent de régler le systéme asservi afin d’avoir le comportement
souhaité en terme d’oscillations de la réponse temporelle.

a) Influence de la position de la FTBO par rapport au point critique

On se propose d’évaluer I'influence de la distance entre le lieu de transfert de
la FTBO et le point critique sur le comportement temporel du systeme asservi.
Soit le systeme décrit par le schéma

bloc ci-contre avec E(p) e(p) S(p)
) =P P K — G(p) P

p-1+2-p+0,5-p?)

G(p) =

Les figures 6.10 représentent le dia-
gramme de Black de BO(p) = K- G(p) et la réponse temporelle de la sortie pour
une entrée en échelon unitaire pour différentes valeurs du gain K.

dB ) K:3
/ A N
/)
o’

—

N

\ D
ot

\

\«f*\\ < \\«,ﬁ

// : J ) K=0,15

(a) lieu de Black (b) réponse temporelle

FIGURE 6.10 — Distance par rapport au point critique et comportement temporel

courben°l : K = 3, le lieu de Black est proche du point critique, la réponse tem-
porelle est trés oscillante ;
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courben®2 :K=1;

courben°3 : K = 0,15, le lieu de Black est éloigné du point critique, la réponse
temporelle n’est pas oscillante.

Les réponses temporelles sont caractéristiques d’'un systeme stable mais on
constate que le comportement temporel est d’autant plus oscillant que le tracé du
lieu de Black est proche du point critique (—180°,0dB).

11 est donc possible, a partir de la représentation fréquentielle, de prévoir I'al-
lure de la réponse temporelle et d’ajuster le systéme pour avoir un comportement
correct, il suffit pour cela de régler une « distance » minimale entre le point critique
et le lieu de la fonction de transfert en boucle ouverte.

Cette distance est appréciée par les deux marges de stabilité : la marge de gain
Mg et la marge de phase Mp. Les valeurs usuelles de réglage des marges de gain et
de phase sont :

Marge de Gain Mg de 10dB a 15dB;
Marge de Phase Mp de 40° a de 50°.

Ces marges peuvent étre évaluées et mesurées aussi bien sur les diagrammes
de Bode, de Black que de Nyquist.

b) Marges de stabilité sur les diagrammes de Bode

On note, :
- w180, la pulsation telle que arg (BO(j(JJlgo)) =-180°;
— wogp, la pulsation telle que 201og (|BO(jwogp)|) = 0dB

Marge de Gain La marge de gain est mesurée sur le diagramme d’amplitude (fi-
gure 6.11), entre la courbe de gain de la FTBO et I'axe des abscisses pour la
pulsation wig9. Le sens positif est compté de la courbe vers I'axe des abs-
cisses.

Mg = —20-log(IIBO(j - w)ll)

Marge de Phase La marge de phase est mesurée sur le diagramme de Phase entre
I'ordonnée —180° et la courbe de phase de la FTBO pour la pulsation wggg.

N

le sens positif est compté de 'ordonnée —180° a la courbe.

Mp = arg (BO(jwogp)) — (—~180°)

c) Marge de stabilité a partir du diagramme de Black

La détermination de la marge de gain et de la marge de phase est directe sur le
diagramme de Black, il suffit de mesurer I'écart entre la courbe et le point critique
suivant les deux axes.
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FIGURE 6.11 — Marges de Stabilité sur les diagrammes de Bode

Marge de Gain C’est I'écart mesuré en dB (figure 6.12(a)) entre l'intersection du
lieu de Black de la FTBO avec la droite d’argument —180° et le point critique
de coordonnées (—180°,0dB).

Marge de Phase C’estl’écart mesuré entre l'intersection du lieu de Black avec’axe
des abscisses et le point critique (—180°,0dB).
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(a) lieu de Black (b) lieu de Nyquist

FIGURE 6.12 — Marges de Stabilité
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d) Marges de stabilité a partir du diagramme de Nyquist

Marge de Gain La marge de gain ne peut étre directement mesurée en décibel sur
le diagramme de Nyquist (figure 6.12(b)), par contre, il est possible de la cal-
culer a partir de la courbe.

On mesure la distance entre l'origine et le point d’intersection de 'axe des
réels négatifs et lieu de Nyquist de la FTBO (c’est a dire w159 défini plus haut)
soit Gygg = |BO(jw130|, on déduit ensuite

Mg = —201ogGgp.

Marge de Phase La marge de phase se mesure directement en mesurant 1’angle
entre |'axe des réels négatifs et le point d’intersection du lieu de Nyquist avec
le cercle unitaire (c’est a dire wg,p), on a alors

Mp = arg (BO(jwogp)) — (-180°).

e) Facteur de résonance

Une méthode plus globale pour régler le systéme est de régler le facteur de ré-
IBF(w,)|

sonance Q (Cf. page 158) c’est a dire le rapport Q = ————
Q pag pportQ IBF(o0g)]

ou w, estla pulsation

de résonance et wy = Orads™!.

Nous avons vus dans le chapitre 5.4.6 que 'abaque de Black-Nichols (Cf. page 178)
permet, a partir du tracé de la FTBO (a retour unitaire), de déterminer le facteur
de résonance de la FTBE

Remarque : La procédure de tracé est précisée page 178.

La FTBF ne comporte de résonance que si le lieu de Black de la FTBO tangente
un des contours fermés des iso-modules. Le point de tangence de la FTBO avec un
contour d’amplitude fermé est w,, la pulsation de résonance de la FTBE

Ainsi sur la figure 6.13 on constate que le contour de la FTBO (trait continu)
tangente le contour fermé a 2,3dB (trait pointillé). Cette pulsation correspond au
maximum de la FTBF .

Pour obtenir le facteur de résonance souhaité, il suffit de faire tangenter le lieu
de Black avec le contour d’amplitude considéré en jouant sur le gain K de la FTBO.
La valeur usuelle (en dB) de réglage du facteur de résonance est :Qg g = 2,3dB.

Remarque : Cette procédure est plus globale que le simple réglage de la marge
de phase et de la marge de gain, en effet ce réglage ne s’'intéresse pas uniquement
aux intersections de la FTBO avec |’axe des abcisses et la droite d’ordonnée —180°
mais a la distance de la FTBO au point critique dans toutes les directions.
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FIGURE 6.13 — Marges de Stabilité et facteur de résonance

6.3 Précision

6.3.1 Position du probleme

La précision est une caractéristique prépondérante d'un systéme asservi ou
d’une régulation. La précision est évaluée aussi bien vis a vis de'entrée de consigne
que vis a vis des perturbations. Un systéme doit étre précis vis a vis de I'entrée mais
insensible aux perturbations, elles ne doivent pas dégrader la réponse finale. On
distingue :

Lerreur statique : c’estI'erreur en régime permanent entre la sortie et la loi d’en-
trée. Pour déterminer cette erreur on soumet le systeme a des entrées cano-
niques :

— Echelon, on parle alors d’erreur indicielle (figure 6.14(a)) ,
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— Rampe, erreur de trainage ou erreur de poursuite (figure 6.14(b)) ,
— Accélération, erreur en accélération;

Lerreur dynamique: c’est I'écart instantané entre la sortie et 'entrée lors de la

phase transitoire suivant 'application de I'entrée ou aprées une perturbation
(hors du programme).

| By
. N L, ///
] , d
HA '
41 d1-4-1-F-\- ~/ T N ,
| A
V K
4
/| ’ ’ 7z /7
S
, S /
[ 0 2 ‘ 0 2
(a) erreur indicielle (b) erreur de trainage

FIGURE 6.14 - Erreur statique

6.3.2 Données

La précision est évaluée par I'écart €(¢) mesuré pour un systeéme a retour uni-
taire entre e(t) et s(f). Dans le cas d'un systéme a retour non unitaire il se mesure
entre e(t) et m(t), avec m(¢) la mesure de s(z).

Déterminons dans les deux cas I'erreur €(¢) (pour une perturbation nulle).

a) cas duretour unitaire

e(p) =E(p)-S(p)
e(p) =E(p) - Cy(p)-€(p)

E(p) e(p) S(p) 1
= C,(p) =———|E
@ a(p e(p) (1+Cd(p)) (p)

’ avecici:
BO(p) =Cu(p)




6.3 Précision 215

b) casduretour non unitaire

e(p) =E(p) —M(p)
e(p)=E(p)-Cyu(p)-C;(p)-e(p)

E(p) e(p) S(p)
=P Pl o 2P ) = 1 )
\M( | P2 \Tvcam )P
P Cr(p) avecici:

BO(p) =Cyu(p)-Cr(p)

soit finalement dans les deux cas :

e(p) = (p) (6.26)

1
—— F
1+BO(p)

Lerreur dépend de la FTBO et de la nature de I'entrée.

Pour la suite, nous ne traiterons que le cas de systéme a retour unitaire, 'étude
étant identique pour les systémes a retour non unitaire.

Nous nous placerons dans le cas général pour lequel la FTBO peut étre mise
sous la forme :

(6.27)

avec
— K>0:legain,
— N(p) : un polynéme de degré n tel que N(0) =1,
— D(p) : un polynoéme de degré m tel que D(0) =1,
— a=0:laclasse du systéme.
Remarque : Pour un systéme physique le degré du dénominateur m + o est
supérieur au degré du numérateur n.

6.3.3 Erreur en régime permanent - erreur statique

a) Définition

L'écart en régime permanent est la limite quand t tend vers l'infini de 1'écart
entre e(f) et s(¢) :
€= lim (e(f) — s(1)) = lim (e(?)) (6.28)
t—oo t—o0

Un systeme sera précis si cet écart tend vers 0.

b) Calculs préalables

Le théoreme de la valeur finale permet d’écrire :

lim (e(¢)) = lim(p - e(p)) (6.29)
t—o0 p—0
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Remarque importante : ce théoréme ne peut-étre utilisé que sila sortie converge,
c’est a dire sile systéme est stable. Nous supposerons donc pour la suite que le sys-
téme est stable.

Ici on peut donc écrire pour I'écart :

1 1
e(p) = T()(}?)E(p) = HKT(P)E(’?) (6.30)
p*-D(p)
(X‘D
epy=— PPV g, (6.31)

p*-D(p)+K-N(p)

d’ot1 pour I'erreur statique

€= })ig})(pf(p)) = })ig})(ppa.Dp(;E?N(p)E( )) (6.32)
finalement en se rappelant que : N(0) =1 et D(0) =1
) p(x+1
Eszilal—%(p"%KE(p)) (6.33)

En conclusion, I'erreur statique dépend de la nature de I'entrée E(p) et de la
classe a de la fonction de transfert en boucle ouverte et du gain K de la FTBO.

c) Erreur indicielle - réponse a un échelon

On nomme erreur indicielle €;, 'erreur statique relative a une entrée en éche-
lon e(t) = Eg - u(t) avec u(t) la fonction de Heaviside.
Le systeme étant stable (par hypothese) on peut écrire

a+1

€= %’lir(l)pﬁ(p) = élil’(l)(pa —|—KE(p)) (6.34)
E
avec e() Z, E(p) = =2
p

a+1 E a
g = lim( . —0) — lim |2 Eo) 6.35)
p—0\p*+K p p—0\ p*+K

On peut considérer deux cas en fonction de la classe du systeme.
Systeme de classe 0 (« = 0) : la FTBO ne comporte pas d’intégration
0

p
Eol =
p°+K O) 1+K

g; = lim

E
p—0 0

Lerreur est non nulle et dépend du gain K de la FTBO, elle est d’autant plus
petite que le gain est important.
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Systeme de classe > 0 (x> 0) : la FTBO comporte au moins une intégration dans

la boucle
(04

€; = lim
p—0

e KEO) =0 (6.36)

Lerreur est donc nulle a I'infini quelque soit le gain K de la FTBO.

Remarque : par abus de langage on appelle souvent erreur statique, 1'erreur
indicielle.

d) Erreur de trainage - réponse a une rampe

Lerreur de trainage (aussi nommeée erreur de poursuite) €;, est I'erreur mesu-
rée entre une entrée de type rampe e(f) = Ay - ¢ - u(t) et la sortie.
Comme précédemment

a+1
€t:}ji_%p.e(p):’lgi_r%(pa_i_KE(p)) (6.37)

A
avec e(1) £ E(p) = —g
p

a+1 A a—1

et:lim(p —0):lim(A0- P
p—0\p*+K p?) p-0 p*+K

I'erreur de trainage dépend comme I'erreur indicielle du gain K et de la classe
du systeme. Nous pouvons distinguer trois cas.

Systeme de classe 0 (« = 0) : la FTBO ne comporte pas d’intégration.

-1
_ p _
€= }}Lr(l) (AO . P K) =400 (6.38)

Lécarttend vers +oo, laréponse temporelle de la sortie s’écarte de la consigne
en rampe
Systéme de classe 1 (a = 1) : 1la FTBO comporte une intégration

=X (6.39)

pO
Er= lim (AO "
p—0 p'+K

Lerreur est constante, la sortie est parallele a I'entrée, décalée de &;.

Systeme de classe > 1 (« > 1) : la FTBO comporte au moins deux intégrations.

p(x—l
g, = lim (Ao - ) =0 (6.40)
p—0 p*+K

Lerreur de trainage est nulle, la sortie rattrape I'entrée lorsque ¢ — +oo.
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e) Erreur en accélération - Réponse a une consigne parabolique

On se propose maintenant de déterminer I’erreur en accélération, €,, corres-

pondant a une entrée de type parabolique e(f) = Ag - 2 u(r).

2-A
Comme dans les études précédentes avec e(t) Z, E(p)=— 0
p
o+1 a2
A
€, = lim P 0 )zlim(Z-Ao- P )
p—0\p*+K2-p3) p—0 p*+K
En fonction de o on obtient :
Systeme de classe <2 (0 < a < 2)
-2
Eazlim(Z-Ao- =400
p—0 p*+K
Systeme de classe 2 (o = 2)
0
2-A
£a=lim(2oA0~ 219 )=—0
p—0 p-+K K
Systeme de classe > 2 (a > 2)
o—2
ea:lim(Z-Ao- P ):0
p—0 p*+K

f) Tableau récapitulatif

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

Le tableau page suivante récapitule les différentes erreurs et l'allure des ré-

ponses temporelles correspondantes.

Il ne faut pas déduire rapidement du tableau 6.2 qu'’il suffit de corriger le sys-
téme en rajoutant une intégration pour que le systeme soit précis, en effet chaque
intégration ajoute aussi un déphasage de —90°, le systéme risque donc de devenir

instable. Ce tableau n'a de sens que si le systeme est stable!
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Classe Echelon Rampe Accélération
E
a=0 eiz—o €= +00 €4 =400
1+K
% t Z
t b t
Ao
a=1 €,=0 et:? €4 =400
t JZ " z
R t
2-Ag
a=2 ;=0 €:=0 €4= <

a>2 €,=0

TABLE 6.2 — Tableau récapitulatif : influence de la classe sur l'erreur statique

6.3.4 Effet d’'une perturbation sur la précision
a) Présentation du probléme

On se propose d’étudier I'effet d’'une perturbation sur la précision d'un sys-
téme et l'influence de la forme de la fonction de transfert sur I'impact de cette
perturbation.

A partir du modele d’étude décrit par le schéma blocs et les fonctions de trans-

fert suivants :

Ky -Ni(p) K -Na(p)
1(p) 5Dy (p) et Fa(p) %Dy ()

avec N1(0) =D;(0) =1,N2(0) =D2(0) =1, a7 =0, a2 =0, K; >0 et K, > 0.
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R(p)

E(p) e(p) S(p)
PSP R () )| Ea(p) P

Déterminons 1'écart e(¢)

e(p) =E(p) —S(p) =E(p) —F2(p) - (F1(p) -€(p)) —R(p)) (6.45)
Fa(p)

=—.E e .
T N S BT RS AT BT

R(p) (6.46)
Lerreur due a la perturbation s’ajoute a celle relative a I'entrée (résultat gé-
néral que I'on retrouve par le théoréme de superposition appliqué aux systemes
linéaires).
Nous limiterons notre étude au cas d’'une perturbation constante, les autres
types de perturbations se traitant de la méme maniere.

b) Perturbation constante

A partir du théoreme de superposition, on sait que la réponse obtenue pour
une systeme linéaire a deux entrées est la somme des sorties de chaque entrée
prise isolément.

Pour étudier I'effet de la perturbation seule, il suffit de poser e(¢) = 0. On en
déduit I'écart relatif a la perturbation :

Fa(p)

=P R
R Bp WP

ep(p) =—
On choisit d’étudier le comportement pour une perturbation constante

r(t) =Ro-u(t)

soit dans le domaine de Laplace
Ro
R(p)=—.
p

Lerreur relative a la perturbation s’écrit donc :

Fa(p) Ro
=P 2 6.47
P = TR B p (64D
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en remplacant Fy (p) et Fo(p) :
K2 -Na(p) 1 Ro

=T ’ T 6.48
Ep(p) p(xz,DZ(p) 1+ Kl'Nl(p) . KZ'NZ(P) p ( )
p® -Di(p) p®-Da(p)

Ko N .p%1.D R
ep(p) = 2-Na(p)-p 1(p) Ro (6.49)

po‘l‘Dl(P)‘P(xZ'DZ(P)"‘KI'NI(P)‘KZ'NZ(P). p

Nous supposons comme dans I'étude précédente que le systéme est stable, il
est donc possible d’utiliser le théoreme de la valeur finale pour déterminer I'écart
statique dépendant de la perturbation.

ep = lim (e(1) = ’ljl_r%(p-ep(p)) (6.50)
avecN;(0)=D;(0) =1
K, - p™ R
e, = lim (—p' 2P -—0) (6.51)
p—0 plxl . p(xz + Kl . K2 p
Ko - p%t
e, = lim (—Ro : L) (6.52)
p—0 pate +K; Ky

On constate que 'erreur relative a la perturbation dépend principalement de
la classe de la fonction de transfert en amont de la perturbation «j .
On distingue deux cas :

o1 =0: Lafonction de transfert F; (p) en amont de la perturbation ne posséde pas
d’intégration.

K, - p°
e, = lim (—RO : 2—’9) (6.53)
p—»O paz +K1.K2
- sioy =0
Ky - p° Ro-K
sp:lim(—R0~ —2P ):— 0 %2 (6.54)
p—0 p +K;-Ky 1+K; Ky
- siap>0
Ky - p° R
e, = lim (—RO - 2—’9) -0 (6.55)
p—0 P +Ki-Kz Ky

Lerreur statique relative a la perturbation est non nulle dans les deux cas.

oy > 0: La fonction de transfert F;(p) en amont de la perturbation possede au
moins une intégration.

. K2 . pal
€,=lim|-Ry- —————|=0 (6.56)
p p—0 p(x1+(xz +K;-K»

I'erreur statique relative a la perturbation est nulle a I'infini.

En conclusion : pour que I'erreur permanente ne dépende pas de la perturba-
tion, il faut au moins une intégration en amont de la perturbation.
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6.4 Rapidité

6.4.1 Temps de réponse - temps de montée

Temps de réponse : c’est le temps mis pour que la sortie atteigne la valeur finale
a5% pres;

Temps de montée: c’estle temps mis par la sortie pour passer de 5% a 95% de la
valeur finale .

Evaluer la rapidité d’un systéme revient en
général a déterminer le temps de réponse a 5%
(Ts%) pour une entrée de type échelon. Si on
sait évaluer cette quantité pour les systémes du
premier ordre (Ts¢ = 31 ) et du second ordre , \‘ _
(Cf. abaque en annexe), pour des systemes d'un
ordre supérieur, il n’existe pas de relation direc-
tement applicable.

Le temps de montée peut lui aussi permettre
d’évaluer la rapidité du systéme mais cette me-
sure ne prend pas en compte les oscillations de
la réponse (figure 6.15). On remarque, que des
SYStémes ayant un temps de réponse analogue FIGURE 6.15 — Temps de réponse et temps
peuvent avoir des temps de montée notable- demontée
ment différents.

6.4.2 Temps de montée et bande passante

Un systéme asservi se comporte comme un filtre passe-bas, c’est a dire un
systeme linéaire qui ne «laisse passer » que les basses fréquences, les hautes fré-
quences sont fortement atténuées.

On caractérise les filtres par la bande passante a —3dB.

On se propose de montrer que la bande passante et le temps de montée sont
corrélés, plus la bande passante de la FTBF est importante, plus le temps de mon-
tée est faible.

Cette relation est déja connue pour les systemes du premier ordre, en effet,
pour un systeme en boucle fermée dont la fonction de transfert s’écrit :

K
Hi(p) = m (6.57)

alors on sait que :
— le temps de réponse a 5% est: Tse, =3 T

— labande passante a —3dB est: w, = —
T
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On constate bien, que plus la bande passante augmente, plus le temps de ré-
ponse diminue.

Dans les autres cas, les calculs sont plus complexes, nous nous limiterons donc
a montrer sans démonstration que pour un systéme du second ordre, la relation
entre la bande passante et le temps de montée est de méme nature.

Pour I'évaluer, nous allons étudier le cas du systéme du second ordre a retour
unitaire ci-dessous.

e(p) E(p) K S(p) La FTBF s’écrit :
p-1+p)
] BF(p) =

p.pr
1+K+K

Par identification avec la forme canonique on obtient :
- wy, = Vk, la pulsation propre;

2-vK

On constate que la réponse temporelle (fig 6.16(b)) et la réponse fréquentielle
(fig 6.16(a)) dépendent principalement de K, plus K est grand, plus la réponse est
rapide (le temps de montée diminue mais les oscillations augmentent) et plus la
bande passante est grande.

10 —dB

K=10
0 e —
10

- z= , le coefficient d’amortissement.

N
bPS \\
-20 =
bp, \ K=10 ! K : 0,3
=30 | | |
AN e |
10 | | |
=1 [/ |
>0 ! ! !
| |
K = 03 | | t
—60 rad/s L L
10~} 100 101 tmy tmp tms
(a) Diagramme d’amplitude - bande passante (b) Temps de montée

FIGURE 6.16 — Bande passante et temps de montée

On peut tenter de généraliser en disant que si I’'on souhaite diminuer le temps
de montée du systéme, il faut augmenter la bande passante mais ne faut oublier
que le temps de montée et le temps de réponse ne sont pas directement corrélés.
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6.5 Exercices

Exercice 28- Critere du revers Corrigé page 228

Q1. Pour chacune des fonctions de transfert en boucle ouverte tracées (pour K = 1)
sur les figures 6.17(a), 6.17(b), 6.17(c) et 6.17(d) déterminer par le critére du revers
si le systeme en boucle fermée est stable. Préciser la valeur maxi de K pour que le
systéme soit juste instable.

20 (e 20 —dB
10 10
0 \ 0 \
-10 -10 N
20 \ 20 \
-30 \ —30 \
—40 \ —40 \
50 N 50 \
—60 ’I'il(|/S -60 (r.'ul/s
100 10! 102 1071 100 10! 102
0= 0 =2
-30 -30 \\
-60 -60 N
90 \ 90 \\
-120 \ -120 N
-150 \ ~150
~180 N\ ~180
210 210
5 N >y
—240 ~—— —240
-270 'rnd/a =270 'r;uI/s
100 101 102 107! 100 101 102
(a) Diagramme de Bode de T (p) (b) Diagramme de Bode de T2 (p)
dB
) dB
/,/ +10
I °
1B0  -1B5 0 5
/

-10

/
I
!

(c) Diagramme de Black de T3 (p) (d) Diagramme de Black de T4(p)

FIGURE 6.17 — Etude graphique de la stabilité



6.5 Exercices 225

Chaque systéme est décrit par le schéma bloc ci-dessous.

E(p) S(p)
— K Ti(p)
Exercice 29- Stabilité - décomposition en éléments simples Corrigé page 228

Q1. Déterminer pour chacune des fonctions ci dessus la décomposition en élé-
ments simples pour une entrée de type Dirac

H(p) = +0.3 p Hy(p)= — 2
! (1+05-p)-(1+2-p+2-p2) ° (1+2-p)p
8
Hs(p) =

B3+p)-(p?-4-p-5)
Q2. Conclure sur la stabilité.

Exercice 30- Second ordre avec intégration Corrigé page 230
Un systeme est décrit par le schéma bloc suivant :

X(p) e | 1 oy Y
p

} H(p) =

2z

1 P,
+w—np+w—%£

Q1. A partir du critere de Routh, déterminer les conditions sur K, z et w, pour que
le systeme soit stable.

Exercice 31- Marges de stabilité-Bode Corrigé page 230
50

La FTBO du systéeme étudié est définie par : H =
Y par: Hi(p) p(12,5+50,25- p+ p?)

Q1. Tracer les diagrammes de Bode puis évaluer le marges de phase et de gain

Exercice 32- Boucle de régulation Corrigé page 230
Soit le systeme décrit par le schéma bloc suivant.

Oc(p) €| g 1 O:(p)
I P p-(1+0,2-p)?
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Q1. Déterminer la valeur de K, pour laquelle le systeme est juste instable en utili-
sant le critere de Routh
Q2. Retrouver cette valeur, a partir du tracé des diagrammes de Bode pour K, = 1.

Exercice 33- Réglage dans le plan de Black Corrigé page 231
Le systeme étudié est décrit par le schéma bloc ci-dessous avec :
E(p) S(p)
— Ky G(p)
1+0.05-
Gi(p) = P

(1+10-p)-(1+15-p+10p?)
Q1. Compléter le tableau ci-dessous avec le module et 'argument de la FTBO pour
K =1.

) Argument° | Module dB [0) Argument® Module dB
rads™! rads™!

0,01 -14 -0.13 4

0,1 8 -236 -93,5

0,18 -136 -15 20 -220 -115

0,5 50 -200 -133

1 -202 -45 100 -190 -145

2 -223 -60

Q2. Tracer le diagramme de Black (figure 6.20).

Q3. Déterminer la marge de gain et la marge de phase.

Q4. Déterminer K pour avoir une marge de phase de Mp = 45°.
Q5. En déduire la marge de gain Mg.

Exercice 34- Réglage du facteur de résonance Corrigé page 232
Lafonction de transfert en boucle ouverte d'un systéme a retour unitaire s’écrit

O = 0,5

Q1. Tracer le diagramme de Black pour K = 1 sur 'abaque de Black Nichols.
Q2. Déterminer K pour avoir une facteur de résonance de 2,3dB .

Q3. Déterminer la FTBE puis la mettre sous forme canonique.

Q4. Tracer la réponse a un échelon unitaire.

Exercice 35- Précision et stabilité Corrigé page 234
Soit le systeme décrit par le schéma bloc :

Yrer(p) U(p) Y(p)
! Hi(p) P @—» Hz(p) P
LHS(P)
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5 15-k 1
Hl(p)_(1+16-p)-(1+33-p) Hz(P)—m Hg(P)—m(G-%)

Vref(t) =Y, est une consigne constante (échelon).
Q1. Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée.
Q2. Déterminer la valeur finale de Y(¢) pour k=0,5et k =5.

Exercice 36- Précison et parameétres Corrigé page 235

Le systéme étudié est un réacteur, dont on se propose de réguler la tempéra-
ture.

Oe(p) . €(p) U(p) B (p)
Oe(p) PLlco 2P g B2

L'équation différentielle reliant la température 6(¢) a la tension de commande

u(t) s’écrit :
2 dao
W+(4+0()-E +4-0-0(8)=4-u(r)

Le parametre o a été identifié par plusieurs essais mais sa valeur, dépendante
aux produits introduits dans le réacteur, n'est connue que par un encadrement :
16=a=20.

La régulation complete est représentée par le schéma bloc ci contre.

— O.(p) :la transformée de Laplace de la température de consigne 0,(¢) ;

— O(p) et U(p) les transformées de Laplace de 0(¢) et u(?);

— C(p) :1le régulateur.

Dans un premier temps, on choisit un régulateur proportionnel : C(p) =K, .
Q1. Déterminer la fonction de transfert G(p).

O(p)
®e(p)

Q2. Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée Gg(p) = . Mettre

sous forme canonique.
Q3. Le systeme est-il stable ?
Q4. Déterminer Kp pour obtenir un coefficient d’amortissement zg > 0, 5.
Q5. Déterminer 'erreur indicielle pour un échelon de température de ©y = 20°C
en fonction du parametre o . Conclure sur la précision.
1+T;-
On choisit maintenant un régulateur proportionnel intégral :C(p) = Kp T—lp .
ipP
Q6. Déterminer la FTBO pour les valeurs suivantes de T; et o ;
- T;=1/20,T; =1/16
- a=20,a=16



228

6 Analyse des systémes asservis

Q7. A partir du tracé des diagrammes de Bode ou de Black de la FTBO pour chacun
des cas (on prend K, = 1), déterminer le couple (T;,K,) tel que la marge de phase

(M) soit supérieure a 45° pour toutes les valeurs de a.

Q8. Déterminer I'erreur indicielle pour un échelon de température de ®y = 20°C.

6.5.1 Corrigés

Cor. 28,

T1, le systeme en BF est instable, pour le rendre
stable, il faut descendre le diagramme d’amplitude

-8
d’environ —8dB d’ou K =1020 =0.4.

20 ~&

10 [~

i P
0 ‘1%
-10 a3 NC
-20 - \
~
-30 ~3 NC
-40 S
~
50 >N
~
—60 A rad/s
100 101 102
0
-30
—60
—90 ——
120
150 AN
~180 "
-210 AN
—240 —_—

101

rad/s
2

10

T3(p) est juste instable, le lieu de Black passe par

le point critique.

dB

—

Cor. 29,

Sujet page 224

T2(p) est stable, la courbe peut étre remontée
auzmaximum de 20dB. La valeur limite de K est K =

1020 =10.

20 dB

100

rad/s
2

T

-60 \

-90

120
150

—180

-210

-240

270
1071

100

rad/s

T4(p) est instable. Il faut descendre le lieu de
-4
Black d’environ —4dB soit K=1020 =0.63.

dB

/'/_ - +10
. = ~-180 35 0 -45 )
/s -10
k4
VA
Sujet page 225

Q1. Décomposition en éléments simples On recherche dans un premier temps les racines du dénominateur (les
poles) et leur nature (réels ou complexes). Lentrée étant une impulsion de Dirac e(t) = §(¢), la sortie se déduit
directement de la transformée inverse de la fonction de transfert.
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Qla. Hy(p)

Décomposition: le dénominateur posseéde une racine réelle et deux racines complexes conjuguées, la décom-
position en fraction simple est donc la suivante :

1+0.3- A C-p+D
Hi (p) = P = P

N
(1+05-p)-(1+2:-p+2:p%)  (p+2)  ((p+0,57+(0,52)

On détermine les coefficients soit par identification soit en utilisant les limites.
— Pour A, on recherche la valeur de la fonction Hy (p) - (p —2) pour p =2

14+03-p
(1+0.5-p)-(1+2-p+2-p?

C-p+D 0,8

5

(p+2)=>A=-"==0,16

] (p+2)=A+ (

(p+0,5)%+(0,52)
— Pour D, par identification pour p =0

0,16 D

1= —
2’ (0,52 +0,52)

=D=0,46

- Pour C, en prenant une valeur arbitraire p = 1 par exemple d’ott C = -0, 16
La fonction de transfert Hj (p) est donc :

0,16 . -0,16-p+0,46

Hi(p) =
(P+2)  ((p+0,5)%+0,52)

Réponse temporelle: On recherche dans le tableau des transformées, la transformées de chaque terme. 1l est
préférable, pour utiliser la table des transformées inverses, de mettre H; (p) sous la forme afin de faire
apparaitre les transformées usuelles :

0,16 0,16-(p+5 0,54
Hy () = ~ (p+5)

(p+2) ((p+0,5)2 +0,52) ((p+0,5)2 +0,52)

Hi(p) =Ha(p) +Hp(p) +He(p)

-1 _ =051
£ (Ha(p)) =0,16-¢ 1 B o5

(He(p)) =1,08-¢ sin(0,5- 1)
L7 (Hy(p) =0,16- ¢ cos (0,5 1)

5100 =0,16e"%%1—0,16- 7% cos(0,5- 1) + 1,08 e~ *> ' sin(0,5- 1)
Stabilité: Le systéme est stable, la réponse tend vers 0.

Q1b. Ha(p) :
Décomposition: p =0 estracine et p = —0,5 est racine double.
12 A B

c
Ha(p) = = + +—
(1+2:p)-p  (p+0,5° (p+0,5) P

On remarquera la prise en compte de la racine double dans la décomposition.
- Détermination de C, on évalue la fonction p-Hp(p) pour p =0, on obtient

H>(p) 12 A + B +C=>C=12
p-Ha(p) = = P p =
(1+2-p)* (p+0,5?% = (p+05)

- Détermination de A, on évalue la fonction (p +0, 5)2 -Ha(p) pour p=-0,5

3 C
(p+0,5)?-Ha(p) = 5 :A+B-(p+0,5)+;~(p+0,5)23A:—6
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- Détermination de B, on évalue la fonction pour une valeur particuliere p = 1 par exemple = B =-12
Finalement la décomposition s’écrit :

Ha (p) 6 12 + 12
S —— ___f 2%
(p+0,5° (p+05) p

Réponse temporelle :
$2()=6-(~1-2)-e050 112

Stabilité: laréponse temporelle tend asymptotiquement vers 12, le systéme est juste instable.
Qlc. H3(p):
Décomposition: le dénominateur possede trois racines réelles, deux positives et une négatives.

-~ 8 __A B _C
SPGB (pe)-(p-5) (B+p) (p+1)  (p-5)
Hs (p) = 1 _ 2 1

2.G+p) 3(pr1) 6 (p-9)

Réponse temporelle :

Vose_ 2 1,1 454
s3(f)=-e —--e "+-—e
3(1) 3 3 6

Stabilité: laréponse temporelle tend vers +oo, le systéme est instable

Cor. 30, Sujet page 225

2
K-07y

Q1. Il faut commencer par chercher la FTBF : BF(p) = 5 -
P3+2-z2-0up? + 0% p+K-wd

On construit le tableau de Routh :

P’ 1 W

p? 2-z2-0p K~w%l

Pl Kw%—lzz‘w% 0
2:z-05,

P K-w% 0

Tous les termes des la premiére colonne doivent étre positifs :

Kws -2-z-03
-—t———">0et K-05>0

2-z2-wp >0,
2-z-07p

donc si on suppose z > 0 on obtient I'encadrement suivant

0< < K
w -
" 2.z

Cor. 31, Sujet page 225

10
Q1. Hy(p) s'écrit sous la forme d'un produit de premier ordre Hj (p) . On lit sur la fi-

p(1+4-p)(1+0,02-p)

gure 6.18 la marge de phase et la marge de gain, le systeme est stable.
Cor. 32, Sujet page 225

Q1. Déterminons la FTBF puis le tableau de Routh

Ky —1L1
P p1+0,2-p)? 25 -Kp

BF(p) = =
1 3+10-p2+25-p+25-K
Ky oiroapz  PHI0OPTRE P2 Ky
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FIGURE 6.18 — Diagrammes de Bode H; et Hp

3

p 1 25
p? 10 25-Kp
I[1 25 IT1 0
1| = =25-Kp— =
PPl a5 10 25k, [T2PKP2 | 5510 o
p° 25-Kp 0

Le systeme est stable si tous les termes de la premiére colonne sont de méme signe, il faut donc 0 <K, < 10.
Q2. On détermine K, en translatant la courbe de gain vers le haut jusqu’a ce que pour la pulsation w1gp, le gain

en dBsoit nul (figure 6.19).

40

30
20
10
0 \
-10 10 "
-20 NG
~30 \\ N
-40 N \‘
-50 N
1071 100 wigg 10! ~ 102
0 |
-30 .
-60 t
-90 !
~120 \\\
150
~180
-210 ~
~240 \\
-270
107! 100 10! 102
FIGURE 6.19 — Second ordre avec intégrateur - stabilité graphique
Cor. 33, Sujet page 226

Q1. Compléter le tableau
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) Argument° | Module dB m Argument® Module dB
0,1 -103 -7.8 4 -236.5 -76.5
0,5 -178 -31.8
Q2. Diagramme de Black (figure 6.20).
P dB
e 10
0135 | . e
180 ¢ ™1B5 o 15 U(‘m

w1g, e /-rﬂ

0.5

.

LY
\50
\ 100

FIGURE 6.20 — Réglage dans le plan de Black

Q3. On lit sur la courbe (et sur le tableau) pour wigg = 0,5 rads!, la marge de gain est de 31,8dB, la valeur
maximale de Ky est donc: K; = 10% =~ 40.

Q4. Pour obtenir une marge de phase de 45°, il faut remonter la pulsation w35 = 0,18rads™! sur la I'axe des
abcisses soit : K] = 10% = 5.6 (courbe en pointillé).

Q5. La marge de gain est finalement de Mg =31.8—-15=16,8dB.

Cor. 34, Sujet page 226

Q1. Diagramme de Black pour K = 1 (figure 6.21).

Q2. pour obtenir un facteur de résonance de 2,3dB, il faut déplacer la courbe de 20 -logK = 13dB soit K = 4.5
(figure 6.21).

Q3.FTBF

BO() = 45
P a+03m
BO(p) 4.5 1
BE(p) = e = 1 03 . 2
1+BO(p)  45+p1+03:p) 1+ p+93.p

par identification on détermine w; =/ % ~3,8rads letz= 2%1'.!5 =0.43.
Q4. On détermine d’abord S(p) pour un échelon unitaire

1
p(1+ﬁp+f-p2]

=1
w

1
S(p)=BE(p)- — =
p

ol

et on détermine la transformée inverse a partir du tableau des transformées en annexe
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et (p = arctan (

V2|

=)
==

FIGURE 6.21 — Réglage du facteur de résonance

Pl ! =1—\/l—zze_z‘”ot.(sin(o)o\/1—zz.t—cp))

z
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FIGURE 6.22 — Réponse temporelle facteur de résonance

Cor. 35, Sujet page 226

Q1. Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée.

15.k
_ . Ha(p) _ 5 ) p(+p)
BE(p) =H () 1+Ha(p)-Hz(p)  (1+16-p)-(1+33-p) 1p 15k 1
pl+p) 1+0.1-p
5 15-k-(1+0.1-p)
BF(p) = .
(1+16-p)-(1+33-p) (1+0.1-p)-(p(1+p))+15-k
5 15-k-(1+0.1-
BE(p) = ( )

(1+16-p)-(1+33-p) 0.1-p3+11-p2+p+15-k

Q2. Déterminer la valeur finale de Y(#) pour k=0,5 et k =5.

On ne peut utiliser le théoréme de la valeur finale que si le systéme est stable, vérifions la stabilité par le
critere de Routh.

Le dénominateur de le FTBF est :

D(p):(1+16~p)~(1+33~p)-(0.1-p3+1.1-p2+p+15-k)

On ne s'intéresse qu'a 0.1 p® +1.1- p% + p +15- k car les deux autres racines sont négatives.

p3 0.1 1

p? 1.1 15-k
=1

p! 77 (15 k-1D) 0

p° 15-k 0

TABLE 6.3 — Précision et stabilité - tableau de Routh

1.1
Le systeme est stable si k < 15 =~ 0.73. On ne peut donc calculer la valeur finale que dans le cas k = 0.5,

pour l'autre valeur, le systeme est instable.
Pour k=0.5
Jlim (y(8) = Jim (p-Y(p)

. o Yo\ _
tlggo(y(t))—’l;g_r}](p BF(p) p)—S Yo
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Cor. 36, Sujet page 227
Q1.
PO +@+0)-p-0(p)+4-a-0(p) =4-U(p)
O(p) 4 4 1 1
G(p)=——=— = == 5 5
Ulp) p*+@+0)-ptd-a (p+a)-(p+4) a@+5)-a+5)
(€]
Q2. Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée Gg(p) = ) ((pp) % Mettre sous forme canonique.
e
Ky -G(p) 4.-K
Gp(p) = —L = p
1+Kp-G(p) p*+@+a)-p+4-a+4-Kp
K
Kp=—2
Kp+a
Kg
=————— avec =2-1/Ky+
2-2p p2 Ok pre
1+ p+ 2 4+«
WpE U')I’LF Zp=———
4-/Kp+a

Q3. Pour un systeme du second ordre, il faut et il suffit que tous les coefficients du dénominateur soit positifs
Q4.
4+a 5
zp=————>05>K;<025- 0" +a+4
2-\/Kp+a
soit ici pour a = 16, Kp <84.
Q5.

e = lim (6e(1)~0(1) = ;ig})(l%@e(p) -Gy (p)-0c(p))

._( Kp ) _
g =(1- 0=
a+Kp a+Kp

S0

PourKp =84etl6=a=20

4 5
—0p=32°C=<¢g;<—~=3,84°C
25 26

Pour diminuer g;, il faut augmenter K, mais cela va rendre le systéme plus oscillant (diminution de zg.

1+T;-
On choisit maintenant un régulateur proportionnel intégral :C(p) =Kp 71’9.
i
La FTBO devient :
Kp 1+T;-p
BO(p) =C(p)-G(p) = o D 7
Ti-p-I+=)-(1+~—
ip-( (x) ( 4)
Q6. Déterminer la FTBO pour les valeurs suivantes de T; et o ;
_ 1 _ 1.
- Ti‘ﬁetTi_E'
- a=20eta=16.
a=20 a=16
1 K 20-K 1+55-p
Ti= 55 BOI (p) = — - BO (p) = o f —— 2
p-(+ ) A+ -a+ 8
1 16-Kp 1+15-p Kp
T;=— | BOs(p)= BO4(p) = ——- =BO1(p)
T 20 p~(1+%)~(1+§) p~(1+§)

TABLE 6.4 — Précision et parametre - Fonctions de transfert
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dB

4
+10

RS
5]

20logK, = 12dB
wy35 =13 {:\ds*1 10
A
e
BO2(p)

FIGURE 6.23 — Précision et parametres - Diagrammes de Black

Q7.A partir des tracés de BOj (p) = BO4(p), BO2(p) et BO3(p) sur la figure6.23), on constate que la courbe a
prendre en compte (la plus «haute ») estle lieu de BO2 (p) obtenue avec T; = % . pour obtenir une marge de phase

12
de M), = 45° on peut décaler la courbe vers le haut de dB(12], d'ot K = 1020 ~ 4 (tracé corrigé en pointillé).
Q8. La FTBO comporte un intégrateur, le systeme est donc précis pour une entrée en échelon.



CHAPITRE [

CORRECTION DES SYSTEMES ASSERVIS

7.1 Nécessité de la correction

Nous avons vu dans les cha-
pitres précédents que les systémes E(p) e(p) S(p)
asservis pouvaient présenter des 4’@ T(p)
défauts, une précision insuffisante,
une stabilité trop relative (voire une
instabilité), un temps de réaction E(p) e(p) Co) U(p T(p) S(p)
trop lent, un dépassement trop im- %@—' P P
portant. Il est donc souvent néces-
saire d’'intégrer dans le systéme as-
servis un réseau correcteur dont FIGURE 7.1 — Correction en série
I'objectif est d’améliorer un ou plu-
sieurs de ces différents parametres sans détériorer les autres. Les correcteurs
doivent permettre de réaliser le meilleur compromis entre précision, stabilité et
rapidité du systeme étudié. On distingue deux modes principaux de correction :

La correction série : le correcteur est placé dans la boucle du systeme asservi en
aval du systeme a corriger (figure 7.1). Il génere, a partir de 'erreur €(¢), le
signal de commande u(?);

La correction en réaction : dans ce principe, on améliore le fonctionnement en
ajoutant une boucle interne permettant d’améliorer le comportement dy-
namique d'une partie du systéme (figure 7.2).

Il existe d’autres modes de correction qui ne seront pas aborbés dans le cadre
de ce cours.

237
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E() cne(p) U S(p)
SR i) T Tap) | To(p)

E(p) e(p) U(p S(p)

T1(p) —— Ta(p) T3(p)
T— C(p) J

FIGURE 7.2 — Correction en réaction

7.2 Principaux réseaux correcteurs

7.2.1 Correcteur Proportionnel (P)
a) Principe

Ce correcteur élémentaire est le correcteur de base. Il permet de régler le gain
dela fonction de transfert en boucle ouverte. La fonction de transfert du correcteur
est:

U(p)
C(p) = =K,. (7.1)
P w7
b) Effet
Nous avons vu lors de I'étude de

la précision que l'erreur indicielle E(p) e(p) U(p) S(p)
g; d'un systéme ne possédant pas Kp T(p)

e Ks-N(p)
d’intégration T(p) = ———— (avec W

p*D(p)

a =0) estde la forme:
FIGURE 7.3 — Correction Proportionnelle

T 1+K
avec K =K, -Kj le gain de la FTBO.

Le correcteur proportionnel permet donc, en augmentant le gain de la FTBO,
d’améliorer la précision du systéme a condition de rester dans la limite de la sta-
bilité du systeme.

Lorsque le gain augmente

— l'erreur indicielle €; diminue;

— la sortie est de plus en plus oscillante ;

— le dépassement d augmente,
- la pseudo-période T) diminue (w, augmente) ;

€j
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E(p) e(p) K U(p 10 S(p) K=5
g # 1+p+0,2-p? _—
T i

\ e

//\\/7(\4:\/\'%? YA
[V [/
I/ I

s

FIGURE 7.4 - Influence d’'un correcteur proportionnel

— le temps de montée diminue;

— lelieu de black est décalé vers le haut (la phase reste inchangée).

On constate de méme que 'augmentation du gain de la FTBO augmente la
bande passante, le temps de montée est donc réduit d’autant (Cf. rapidité des sys-
temes 6.4).

7.2.2 Correcteur - Intégral (1)

Pour un intégrateur pur ou idéal la loi de commande u(¢) est de la forme :

1 t
u(t):—/ e(u)-du (7.2)
Ti Jo

i

d’ou1 la fonction de transfert

Ci(p) = (7.3)

Ti-p
Ce type de correcteur peut étre réalisée avec une bonne approximation par un
montage intégrateur a base d’amplificateurs opérationnels.

a) Effets du correcteur Intégral

Le correcteur apporte une intégration dans la chaine de commande. Cette in-
tégration dans la FTBO permet d’annuler l'erreur statique pour une entrée en éche-
lon, I'intérét principal de ce type de correcteur est donc d’améliorer la précision.
Il introduit malheureusement un déphasage de —90° et risque de donc rendre le
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|
E(p) ep)l 1 Up 10 S(p)
% "I,--194>1+p+0,2~p2 |

s N3 ////

N AN
ARNAREA /
/\I \ I \ I "(’/I -90 > 0
NN L /)
I y/‘ | [ [ \ ! / / / Légende : | |
Il / \ I \ I / / 1. non corrigé
// \ / \ l s/ 2. T;=19s .
0 \'/ \,, \V/ ! / l 3. T;=8s

I

FIGURE 7.5 — Effets d'un correcteur intégral

systeme instable par diminution de la marge de phase. On retrouve ces effets, sur
I'exemple de la figure 7.5, le syteme non corrigé, n’est pas précis, I'intégration rend
le systeme précis mais peut aussi le rendre instable. On constate aussi sur la ré-
ponse temporelle que I'intégrateur diminue le temps de réponse du systeme (di-
minution de la bande passante)

7.2.3 Correcteur Proportionnel - Intégral (PI)

Le correcteur intégrateur idéal (irréalisable) est en général associé au correc-
teur proportionnel. La loi de commande de ce correcteur est alors de la forme :

u(t):Kp(e(t)+i/te(u)du) (7.4)
Ti Jo
d’ot1 la fonction de transfert :
Cpi(p) = Kpm—’p (7.5)
Ti-p
ip)} e(p) Kpl;;ir;p U(p T(p) S(p)

|

FIGURE 7.6 — Correction Proportionnelle Integrale
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a) Diagrammes de Bode

Ce correcteur possede deux parametres de réglage :

- K, n’agit que sur le gain (fig 7.7(a)),la courbe de gain est translatée en fonc-
tionde K, ;

— T;, la constante d’intégration agit principalement sur la phase (fig 7.7(b)),
les courbes sont translatées le long de I'axe des pulsations.

40 40

30 30

20 Kp T~ 20 \\

0 \\ o NN

o — SR N
i S

30 / 30

60 / 60

////
7ill
90 90 /

100 10! 102 10~1 100 10! 102

N\

(@ T; =0,1etKp=0,2;1;5 (b) Kp=02etT;=1,;0,50,1

FIGURE 7.7 — Correcteur PI, influence de KpetT;

b) Effets

Le correcteur PI permet d’améliorer aussi bien :

le comportement statique : parlaprésence del’intégration dans la FTBO, 'erreur
indicielle est nulle;

le comportement dynamique : le numérateur 1+ T; - p apporte une phase posi-
tive dans la zone critique, celle-ci permet d’améliorer la marge de phase en
pondérant I'effet négatif de 'intégration.

Un choix judicieux du gain K, et de la constante d’intégration T; permet ainsi
d’améliorer le comportement du systeme sans trop dégrader la stabilité et la ra-
pidité comme le montre I'exemple de la figure 7.8.



242 7 Correction des systémes asservis

E(p) €(p) 1+T;-p Up 5 S(p)
G—Q S [l G o1-p2a«005-p)

dB

\'S}
\

\
X / \ /7‘\/\/'\—1 My m‘;
\/ \L/égende : “V/ 5 do 45 0

1. non corrigé | MV/ "
l 2. T;=0,1s, ,//
Kp=ou4 | /
AR ——
0 1

(a) surlaréponse temporelle

(b) sur le diagramme de Black

FIGURE 7.8 — Influence d’'un correcteur PI

c) Détermination du correcteur

Cette partie n'est une approche de la détermination du correcteur, elle pré-
sente, de maniere succincte, deux méthodes, 'une algébrique, I'autre expérimen-
tale.

Méthode algébrique - pole dominant Le principe de cette méthode est d’élimi-
ner de la FTBO le pole dominant, c’est a dire le pole avec la plus grande constante
de temps.

Soit un systeme (fig 7.8) dont la fonction de transfert est

5
(14+0,1-p)2(1+0,05- p)

On se propose d’améliorer le comportement temporel en rendant ce systeme pré-
cis pour une entrée de type échelon en insérant un correcteur de type PI
La procédure est la suivante :

1. Identifier la constante de temps la plus grande - ici T4, = 0,15,
1+0,1-p
0,1-p
3. Tracer les diagrammes de Bode (figure 7.9) (ou de Black) pour K, =1,

2. Choisir T; = Tyax = 0,1s le correcteur devient C; (p) =K,

’
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Déterminer K, afin d’obtenir les marges de gain et de phase souhaitée, on
lit sur le diagramme de Bode de la figure 7.9 K' = -17dB, d'ou K, = 102 =~
0,14 pour obtenir une marge de phase de 45°). La réponse temporelle et le
diagramme de Black corrigés sont représentés sur la figure 7.8.

10 ~=2

30 R ..

20 S~~a -

| K'==17dB{-__3

0 N 2
o \\
-20 \

I X 3 rad/s

1071 100 o] o

T S — ,
—45 S~< ) ) -
O h———— e m e | == === 7T ~o

SAN

135 — L _

| 1. non corrigé MPT Sy

80 —

2. PI 1
225 — 4. | 1
3. szl,Ti:O'IS 11

270 — d/s

1071 100 101 102

FIGURE 7.9 — Réglage du correcteur PI, méthode du pdle dominant

Méthode expérimentale La fonction de transfert du systeme n’est pas connue
algébriquement mais uniquement par sa réponse fréquentielle (fig 7.10) (déter-
minée expérimentalement ! et sa réponse temporelle. On constate que le systéme
est fortement oscillant (marge de phase trop petite!) et qu’il n’est pas précis. On se
propose d’installer un correcteur de type PI pour améliorer la précision.

La procédure de réglage est la suivante :

1.

Déterminer la pulsation wg4g pourlaquelle le module en dB est nul, ici wg g =
5,3rads™!;

10
. Régler T; = ~1,9s puis tracer le correcteur pour K, = 1;

WogB
Tracer le diagramme de Bode de la fonction corrigée en sommant le graphe
expérimental du systeme et celui du correcteur (K, =1);

. Déterminer graphiquement K, pour avoir la marge de phase désirée, ici

pour avoir une marge de phase de 45° il faut « descendre » la courbe de gain
—14
de 14dBd’ou K, =102 ~0,19;

1. La FTBO tracée est G(p) = 50

(1+4-p+p?)-(1+0,05-p)?
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FIGURE 7.10 — Réglage du correcteur PI, méthode expérimentale
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(b) Diagramme de Black

FIGURE 7.11 — Réglage correcteur PI - méthode expérimentale (suite)

Remarque 1: Le diagramme de Black figure 7.11, montre I'effet du correcteur
la marge de phase est augmentée, on note la déformation du lieu corrigé.

Remarque 2 : Apres réglage du correcteur, on obtient la courbe de réponse
temporelle figure 7.11, on constate que la réponse est beaucoup moins oscillante.
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7.2.4 Correcteur Proportionnel Dérivateur - PD
a) Dérivateur idéal

On appelle dérivateur idéal un correcteur dont la loi de commande du correc-
teur est de la forme :

() =T, LW (7.6)
BRI :
La fonction de transfert est :
Cailp)=Ty-p (7.7)

avec T, la constante de temps de dérivation.

Le correcteur dérivateur idéal est un correcteur purement théorique qui ne
peut exister, en effet le gain de ce correcteur est infini lorsque la pulsation tend vers
I'infini. Il ne respecte pas le principe de causalité en effet le degré du numérateur
est supérieur a celui du dénominateur.

b) Dérivateur réel

Les circuits électroniques (a base d’ampli opérationnel) permettent de réaliser
une forme approchée du dérivateur :

Ta-p

(7.8)
1+t-p

Car(p) =

avec T < Ty .

Le circuit se comporte comme un dérivateur pur pour des pulsations infé-

. 1
rieures a Wy, < —.
T

Effet Le correcteur dérivée apporte une avance de phase de +90° pour les basses
fréquences. Il a un effet stabilisant en augmentant la marge de phase. Le correcteur
dérivé ne s’utilise jamais seul, car il dégrade la précision.

c) Proportionnel Dérivateur

La loi de commande du correcteur proportionnel dérivateur est de la forme :

de(1)
dt

u()=Kple()+Ty- (7.9)

Comme le dérivateur idéal, il ne peut exister de correcteur PD idéal dont la
fonction de transfert serait :

Cepi(p) =K, (1+T4-p) (7.10)
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Il est par contre possible de réaliser un correcteur PD approché de forme :
1+T4z-p

K 7.11
p1+‘r-p ( )

Cpp(p) =

avec T Ty .

Remarque : Pour la suite lorsque nous aurons a étudier un correcteur PD, en
I'absence d’information contraire, il s’agira (malgré la remarque précédente) d'un
correcteur PD idéal.

0 rad/s
100 10! 102 103

0 rad/s
100 10! 102 103

FIGURE 7.12 — Diagrammes de Bode du correcteur PD

Diagrammes de bode

Effet Le correcteur PD (réel ou idéal) permet d’apporter une phase positive de
+90° pour les hautes fréquences. Le correcteur PD améliore ainsi tres sensible-
ment la marge de phase. Il a un fort effet stabilisant sans détériorer la précision.

Détermination du correcteur PD Soit un systéme dont on souhaite qu'’il soit
précis, aussi bien pour une entrée en échelon que pour une rampe. Ce systeme
est décrit par la fonction de transfert suivante :

Fp) = 77—
P p?(1+0,5-p)

Ce systeme est instable (deux intégrateurs dans la boucle ouverte + un premier
ordre). On souhaite le stabiliser en restant précis pour les deux signaux.

On installe un correcteur PD (idéal pour faciliter les calculs) dans la chaine
directe (figure 7.13).

o 1+Tg-p
LaFTBO s’écrit BO(p) =Kp —————
p?(1+0,5-p)
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1. Choisir la constante de dérivation T; = 10-T;,4x = 5s avec T,,4x = 0,55 la
plus grande des constantes de temps et dans un premier temps K, = 1. La

1+5-
FTBO devientBO(p) = z—p;
p?(1+0,5-p)

2. Tracer le diagramme de Black (ou de Bode) du systéme corrigé (fig 7.13(b)) ;
3. Déterminer K, pour améliorer la marge de phase, ici pour une marge de

phase de —45° il faut « descendre » la courbe de 8dB soit K, = 10 0,4,

On constate, sur la réponse temporelle (fig 7.13(c)), que les objectifs sont at-
teints.

Légende :
E(p) e(p) J( 1 S(p) 1. non corrigé
i’®—p’ Kp(L+Tq - p) [ s 12
p?(1+0,5-p) 2. K,=1,T;=5s
I 3. K,=0,4, T; =55

) N N
Lo e 1A%
I

~—
A&}

¢]‘ ‘Lg ( 0 2 3 1 6

(b) Diagramme de Black (c) Réponse temporelle corrigée

FIGURE 7.13 — Réglage d'un Correcteur PD

7.2.5 Correcteur a avance de phase
Le correcteur a avance de phase est défini par la fonction de transfert :

1+a-Ty-p

C., =
WEEP 14 T,p

(7.12)
avec a > 1.

Remarque : : si a est trés grand on retrouve un correcteur proportionnel déri-
vateur réel.
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FIGURE 7.14 — Correcteur a avance de phase

On remarque, sur le diagramme de phase (fig7.14), la principale caractéris-
tique du correcteur a avance de phase, le correcteur ne modifie la phase que lo-
calement, sans influence sur les basses et hautes fréquence. Le module lui aussi
est peu modifié, le gain des hautes fréquences est augmenté de 20log a, les basses
fréquences étant inchangées. Le maximum de ’argument est atteint pour w;;qx =

\/E'Tu
1

. . . 1
c’est a dire la moyenne géométrique des pulsations wt, = T et Warg =

a

; Pour cette pulsation, on a:
a-T,

a
Argument ®(w,,y) = arctan (—) que I'on peut aussi écrire
2v/a
. [a-1
D(wy;ax) = arcsin (—) ;
a+1
Module (dB) Agp(wmax) = 10loga.

b) Effets

Le correcteur a avance de phase permet de modifier localement I’argument en

ajoutant un phase positive. Il permet donc :
— d’améliorer les marges de stabilité (effet stabilisant) ;

— d’améliorer la bande passante du systeme et d’augmenter la rapidité.
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Il est en général associé a un correcteur PI qui assure la précision.

c) Réglage du correcteur

Méthode algébrique - pole dominant Sila FTBO est algébriquement connue, on
cherche a annuler la constante de temps T}, 4, du pole dominant avec le numéra-
teur du correcteur, on en déduit la constante de temps du numérateur a- T, =
T max, On détermine ensuite a en fonction de 'avance de phase souhaitée, on ter-
mine par le gain expérimentalement.

Méthode expérimentale itérative Sila FTBO n’est connue que par ses diagrammes
de Bode ou de Black (figure 7.15).

1. On recherche la pulsation wyg4g pour laquelle le module en dB de la FTBO
est nul, ici wogp = 2,25rads™! (fig 7.15(a)) ;
2. On mesure la marge de phase pour cette pulsation, ici Mp; = 7°;

3. On détermine a pour obtenir la marge de phase désirée
a —
Mp; +arctan (—) =45°soita=~4,2;
! 2\/a

4. On centre ensuite sur wgyg le correcteur, on a donc : = Wogp SOit ici
T,=0,216s;

5. A partir des valeurs calculées de a et T, on trace le diagramme corrigé pour
K, =1 (fig 7.15(b)) ;

6. On détermine ensuite K, de telle sorte que pour la pulsation wggp le gain de

1
\/E'Ta

—10-log(a)

la FTBO corrigé soit nul, soitK, =107 2 ~ ~0,48;

7. On trace ensuite le diagramme corrigé (fig 7.15(c)), la réponse temporelle
montre que le réglage est correct (fig 7.15(d)).

7.2.6 Correcteur aretard de phase

Le correcteur a retard de phase est le correcteur complémentaire du correcteur
a avance de phase :

1+T;-p

K,———avech>1. 7.13
P1+b-T,-p (7.13)

Cr p (P) =
Pour a > 1; ce correcteur est une forme approchée du correcteur PI
On I'utilise surtout pour sa capacité a diminuer le module de la FTBO pour les
hautes fréquences.
11 doit étre manipulé avec précaution, car il peut rendre le systéme instable.
Il est souvent associé a un correcteur a avance de phase ( Cf. correcteur a retard-
avance de phase).
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FIGURE 7.15 — Réglage d'un correcteur a avance de phase

7.2.7 Correcteur a retard—avance de phase
Le correcteur a avance retard combine les deux correcteurs précédents
1+T,-p 1+b-T,-
Cavr(p) =K, P a'P (7.14)
1+b-T,-p 1+T,4-p

avec b >1 et a > 1. On choisit souvent a = b.
Ce correcteur combine les avantages des correcteurs a avance de phase et a

retard de phase. On l'utilise pour améliorer la marge de phase autour du point

critique.
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FIGURE 7.16 — Correcteur a retard de phase
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FIGURE 7.17 — Correcteur a Avance-Retard de phase

Correctement placé, il permet d’augmenter la bande passante et donc la rapi-
dité du systeme.

Onremarque sur le diagramme de Black'effet retard et |'effet avance de phase.
Leffet avance de phase est localisée autour de la pulsation wggp , alors que I'effet
retard agit sur des fréquences plus basses.

La figure 7.18 reprend le méme exemple que pour le correcteur a avance de
phase (fig7.14) en installant le correcteur a retard-avance de phase suivant :

K 1+T,-p 1+a-Ta-p
P14b-T,-p 14T, p

Cavr(p) =
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aveca=b=4.2,T,=0216,T,=10-T,etK, =1.

On constate, sur la réponse temporelle du systéme corrigé I'effet stabilisant
du correcteur et sur le diagramme de Black, 'augmentation de la marge de phase,
sans diminuer le gain (par rapport a la correction a avance de phase seule).

dB

Légende :

/ _:: 1. non corrigé
’ 2. Avance de phase

3. Retard-Avance de phase

S A

<l %05
15 ,°
» ! /
o 1.5 . N\

225 1 / \ / 1
3

; -
2.25 /><
1 \

10

| \J

—

(a) Diagramme de Black (b) Réponse temporelle corrigée

FIGURE 7.18 — Effets d'un correcteur a avance retard de phase

7.2.8 Correcteur PID

Le correcteur PID combine les effets des correcteurs Proportionnel, Intégra-
teur et Dérivé. La loi de commande de ce correcteur est donc une combinaison de
ces trois fonctions, plusieurs structures sont possibles.

a) Structure des correcteurs PID

PID parallele: (fig7.19(a))

1
Cp)=Kp+—+T4-p; 7.15
P =Kp+ 1 +Tap (7.15)

1

PID série: (fig 7.19(c))

1
C(p)—Kp(1+T

it

1+T,-p); (7.16)
p)( d P)

PID mixte: (fig 7.19(b))

1
C(}7)=K,,(1+T _p+Td-p). (7.17)

i
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e(p) 1 U(p) €p) K 1 U(p)
Ti-p Y Ti-p
~Ta-p —Ta-p
(a) PID parallele (b) PID mixte
e(p) K 1 ! T ! U(p)
E— d .  E——
P T p 4’@ ) p @ —
(c) PID série

FIGURE 7.19 - Structure des correcteurs PID

Remarque : on constate que le degré du numérateur d'un correcteur PID est
supérieur au degré du dénominateur, or comme pour le correcteur proportionnel
dérivateur (PD) idéal, il n'existe pas de correcteur PID idéal. Un correcteur PID
approché réalisable est de la forme :

1 Ta-p
Cp)=Kp+—+ avec Ty > 1.

T;-p 1+71-p
Malgré tout, pour I'étude qui suit nous ne considérons que les correcteurs
idéaux.
Ces trois formes ne sont pas totalement équivalentes, en effet s’il est toujours
possible de passer d’'un PID mixte a un PID parallele
KP

m
— P Kpm-Tam-
Tim'p pm - Ldm- P

1
C(p) =K,,m(1+T

+Tdm'p) =Kpm +
m
il n’est pas toujours possible de passer d'un PID mixte (ou paralléle) a un PID série.
1 +Tim'p+Tim'Tdm'p2

Tim- p

1+

Cm(p) = Kpm

. +Tdm'p):Kpm

mm

que I'on peut mettre sous la forme :

2

2.
L2, P
Wdm Wdn
C =K
m(p) pm Tim P

1 1 |Tim
avec Wy, =1/ ————etzg=—
Tim 'Tdm 2 Tdm
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Il n’est possible de passer du type mixte au type série que si le dénominateur
admet des racines réelles c’est a dire sir z; > 1 (soit T, > 4-T;,,). Dans ces condi-
tions il est possible de déterminer ces deux racines pour mettre le correcteur sous
la forme d’un PID série :

LS

1
Cs(p) = Kps(l tT )(1 +Tgsp)

Un correcteur PID de type série est en fait la mise en série des trois correcteurs
élémentaires, un correcteur proportionnel, un correcteur PI et un correcteur PD.

b) Diagrammes de Bode

La figure 7.20 présente les diagrammes de Bode d'un correcteur PID de type
série

1
Cs(p)=Kp(l+T (1+T4-p)

1

On constate :
— une intégration a basse fréquence (w < T—) caractérisée par

— un déphasage de —90° du diagramme cie phase,
— un pente de —20dB/dec;

1 1
— une zone plus ou moins large (T— <w< T—) dans laquelle le gain varie peu
i d
(20log(Kp)) ;

. L. . 1
— un fonctionnement de type dérivateur pour les hautes fréquences (v > T—)
d
caractérisé par :

— une avance de phase de +90°,
— un pente positive de +20dB/dec.

c) Détermination du correcteur PID

Le réglage d’'un correcteur PID est relativement complexe car, il s’agit ici de
régler trois parametres T;, T4 et K. les deux parametres temporels permettent de
positionner le correcteur sur I'axe des pulsations, le gain K, permet d’affiner le
réglage.

Méthode algébrique - pole dominant Nous avons déja utilisé cette méthode pour
configurer un correcteur PI (page 242). Un correcteur PID comportant deux constantes
de temps (si T; > 4-T,) permet d’annuler algébriquement deux constantes de
temps du systéme a corriger (T; compensant la plus grande et T; la suivante).
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FIGURE 7.20 — Correcteur PID

Exemple d’application Le systéme a corriger est connu par sa fonction de
transfert en boucle ouverte.
40
(140,12-p+0,01-p2)(1+0,5-p)(1+5-p)

G(p) =

Le cahier des charges précise :

— erreur indicielle nulle;

— marge de phase supérieure a 50°;

— temps de réponse a 5% inférieur a 1s.

Le systéme non réglé (fig fig :exemPIDtemp, tracé en pointillé) est fortement
oscillant, sa marge de phase et sa marge de gain sont insuffisants (fig 7.21, tracé en
pointillé).

On choisit d’installer un correcteur de type PID série.

1
Cs(p) =Kps (1 + —) (1+Tgs-p)

Ti s
Détermination du correcteur :
— on associe la plus grande des constantes de temps a la constante d’'intégra-

tionT;s =T, =5s;
— on associe la suivante a la constante de dérivation T;5; =T» =0,5s;
— dans un premier temps on pose K = 1.
D’ou1 le correcteur PID

(1+5-p)(1+0,5-p)
5'p

Cs( )—(1+L)(1+05 )=
Sp_ 5p ) P -
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La FTBO devient :

55
BO(p) =Cs(p)-G(p) = m
On trace les diagrammes de Bode de la fonction corrigée (fig 7.21). On constate
que la marge de phase est insuffisante. Il faut donc ajuster K. Pour cela, on re-
cherche sur la courbe de phase la pulsation correspondant a un déphasage de
—180+ 50 = —130° que 'on reporte sur la courbe de gain. Ici on constate que 'on
doit « descendre » la courbe de gain de —4dB soit un gain K = 10% ~ 0,63.

o0 \
10 T
. \_ﬁ
) \
—
~
20 b ~\
\\
-40 S5
N \
o ~
60 “ N %
80 — > - rad/s
102 1071 100 10! 102
[ E—
30— - 1=I==w -
. ~ ~
-60 ~—
)0 =
120 Sy ~
150 Sy
180 N
-210 RN O s oz
240 NI ~— 2 1 - non corrigé
—-270 . i —
00 N 3 2 - corrigé Kp =1
3
~ .
-330 S 10, 3- corngé Kp =
360 < rad/s
1072 107! 100 10! 102 0,63

FIGURE 7.21 — Détermination correcteur PID - diagrammes de Bode du Systeme corrigé

Laréponse temporelle définitive obtenue, superposée ala précédente (fig 7.22),
est conforme au cahier des charges.

1+5- 1+0,5-
Le correcteur obtenu est donc : C;(p) = 0,63 ( P P) .

5-p

Méthode graphique Plusieurs méthodes graphiques permettent de configurer
un correcteur PID, ce n’est pas l'objet de ce manuel de les décrire, nous allons
simplement détailler une procédure sur un exemple simple.

Une étude fréquentielle de la FTBO du systeme a étudier a permis de relever le
diagramme ? figure 7.23.

100 1

2%0.6 P> 1+0.08-
08 Ptog P

2. Fonction tracée BO(p) =
1+
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(a) Diagramme de Black (c) Réponse temporelle

FIGURE 7.22 — Détermination correcteur PID - systéme corrigé

On constate sur celui-ci que le systeme est instable (la marge de phase est né-
gative) et qu’il ne posséde pas d’intégration (I'argument tend vers 0° lorsque w
tend vers 0.

On souhaite :

— lerendre stable en assurant une marge de phase de 50°;

— le rendre précis pour une entrée échelon;

— assurer la rapidité en imposant une bande passante (pour cela on souhaite

wogp = 5rads™h).

Le correcteur PID semble nécessaire, en effet, pour obtenir une erreur indi-
cielle nulle, une intégration est nécessaire, la marge de phase demandée impose
un correcteur a avance de phase ou un correcteur dérivateur.

Pour augmenter la bande passante, on impose que la pulsation wggg du sys-
téme corrigé soit de 5rads™!.

On choisit un correcteur PID série.

1
C(p):Kp(l+T )(1+Td'p)

i'p

Le correcteur comporte 3 parametres a régler, on pose dans un premier temps

T; =10-T,.
On reléve sur le lieu de Bode, pour la pulsation wggg = 5rads™! souhaitée de la
FTBO corrigée,

— l'argument : arg(BO(j -5)) = —190°;
— le module en dB :|BO(j . 5)|dB = —-8dBB.
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FIGURE 7.23 — Détermination graphique du PID - Systéme non corrigé

La partie dérivée du correcteur doit donc compenser —10° du déphasage et
assurer la marge de phase souhaitée de M, = 50°, le correcteur doit donc avancer la
phase de M, +arg (BO(j - 5)) = 60° et le gain pour cette pulsation doit étre diminué
de 8dB.

1
Le correcteur PID série C(p) =K, (1 + T

i

) (1+T4-p) peut étre modélisé pour
p

1
les grandes pulsations (w > T—) par le correcteur PD seul C(p) =K, (1+ T4 - p).
i

A partir de ce modele simplifié on peut calculer, pour wggg = 5rads™!, Ty et
Kp:
— l'argument : ® (wygp) = arctan (T4 - wogp) = 60°;

— le module en dB : |C(j - wogp)| 45 = 2010g(,/1 +TZ-w%dB) = —8dB.

La résolution donne

- T4=0,345s;

- Kp ~0,2.

Finalement le correcteur PID devient :

1
Cp)=02[1+
() ( 3.45

y

(140,345 p)
;)
La réponse temporelle (7.24) valide le réglage.

7.2.9 Correction en réaction

Nous allons dans cette partie, montrer le principe et I'intérét des correcteurs
en réaction a partir d'un exemple, la correction tachymétrique d’'un moteur.
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FIGURE 7.24 - Détermination graphique PID - Systéme corrigé

a) Correction tachymétrique

Pour réaliser la correction tachymétrique, on installe une dynamo-tachymétrique
qui permet de mesurer la vitesse de rotation de I'axe du moteur et on compare
cette vitesse de a la commande.

0 U Q 1 | e
¢ @ N (p) g M(p) (p) s(p)
L DT(p)

FIGURE 7.25 — Correction en tachymétrique

< |

La boucle interne permet d’asservir la vitesse de rotation du moteur.

Afin dévaluer I'effet de la correction, nous allons déterminer les caractéris-
tiques du systeme avec et sans correction tachymétrique.

Soit un asservissement de position décrit par le schéma bloc ci-dessous.
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U(p

Km

Q(p)

Os(p)

M(p) =

1
1+Ty-p p

avec

— M(p) : la fonction de transfert du moteur modélisée pour I'étude par une
fonction du premier ordre;

— A:un correcteur proportionnel de gain A.

On détermine rapidement :

A-Kp
FTBO: BO(p) = —— ",
pA+Ty-p)
® A-K
FTBF: BF(p) = =) - m

Oc(p) AKp+p+Tpy-p?
On reconnait un second ordre que I’on met sous forme canonique :

A-K
BF(p) = T
1+ 7. p2
p+ p
A M Km A * Km

apres identification on obtient :

gain: K=1;
. A- Km
pulsation propre: w, = ;
T

. . 1 1
coefficient d’amortissement: z=—/ ———.
2 A M Km M Tm

On insére maintenant une dynamo tachymétrique. On assimile la dynamo a

Qp) 04(p)

un gain pur DT (p) =K.
G)C @ € U(P)
A B Mip)
L DT(p)

Q
La fonction de transfert (p) =My (p) devient :
U(p)
_ M(p) _ K
1+Ks-M(p) 1+K,,,-Kg+Ty-p

1
p

My (p)

soit sous forme canonique :

Kim

Kond 1+K,,-K

Md(P): m _ Tm d
1+Tha-p 1+ m

14K, K;
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On constate un premier effet de la correction tachymétrique, elle permet de
diminuer la constante de temps de I'ensemble moteur+dynamo. Le moteur attein-
dra donc sa valeur finale plus rapidement que s'il était seul :

T
- Tma “
1+K,, Ky
Km
~ Nmd= 7"
1+K, Ky

En remplacant la boucle interne par sa fonction de transfert, on obtient le
schéma suivant :

] 9 K Q 1
c @ el 4 (p M(p) = —md () 1
1+Tma-p p

O:(p)

Par analogie avec I’étude précédente, on détermine

.« g A- Kmd
FTBO corrigée: BO.(p) = ————;
p(Q+Tpa-p)
e A-K
FTBF corrigée: BF.(p) = s(p) = md 5 soit sous forme canonique
GC(P) A‘Kmd+p+de'p
A-K;ua
BF.(p) =
1 Tia 2
1+ p+ -p
A-K,a A-K,ua

d’ot1 on déduit les nouvelles valeurs de :

gain: K. =1;

. . A-Kyua A-K,,
pulsation propre corrigée: w;, = = ;
de Tm

1

1
o — = 2(14K,,-K,).
2\ A Ky - Tong (14K - Ka)

coefficient d’amortissement corrigé: z =
On constate
— que la correction tachymétrique n’a pas modifié la pulsation propre;
— que le systéme est toujours précis pour un échelon;
— que le coefficient d’amortissement a augmenté.
Cette augmentation du coefficient d’amortissement correspond a une effet
stabilisant (diminution des oscillations, augmentation de la marge de phase).

b) Effet de la correction tachymétrique

La correction tachymétrique a une effet stabilisant tout en augmentant la dy-
namique de la boucle intérieure.



262 7 Correction des systémes asservis

Pour régler le systeme on dispose de deux parametres, le gain A et le gain K,
de la dynamo tachymétrique. Ces deux parameétres permettent d’ajuster la marge
de phase et le gain du systeme.

7.3 Détermination expérimentale des correcteurs

Sur les systémes installés, on ne connait en général pas la fonction de transfert
du systeme, la détermination et le réglage d'un correcteur ne peuvent se faire que
expérimentalement.

L'étude expérimentale peut se conduire soit a partir d’essais en boucle ouverte,
soit a partir d'une étude fréquentielle sur la boucle fermée.

7.3.1 Méthode de Ziegler-Nichols
a) Détermination fréquentielle en boucle fermée

La détermination d'un correcteur par Ziegler et Nichols s’appuie sur la recherche
de la juste instabilité en ne faisant varier que le gain proportionnel.
Procédure

Etape 1: désactiver les composantes intégrales et dérivées du correcteur;

Ftape 2: augmenter progressivement le gain proportionnel du correcteur jusqu’a
la juste instabilité;

Etape 3: noter le gain K, correspondant a la juste instabilité et la période des
oscillations T;..

3- Mesurer la
1- Désactiver I et D période des os-
cillations Ty ‘ v v %
E®) e ] h@ systome| 3P
’@H P kl ) y
> Taip

2- Augmenter K, jusqu’au dé-
but des oscillations, noter K.

FIGURE 7.26 — Ziegler-Nichols - détermination fréquentielle

A partir de a mesure de K, et Ty, Ziegler et Nichols ont proposé des valeurs
typiques de réglages des correcteurs P, PI et PID mixte.
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Correcteur Ky T; Ty
P Ky =0,5-Kose
PI K, =0,45-Kpsc | T; =0,83-Tpse
PID Ky =0,6-Kosc | Ti=0,5-Tpsc | Tg=0,12-Tpgc

Ces valeurs permettent de réaliser un réglage dit du quart décroissant, c’est a
dire que 'amplitude du deuxiéme dépassement n’est que le quart du premier. Le
systeme corrigé ainsi, se comporte comme un systeme du second ordre dont le
coefficient d’amortissement est z = 0,4.

Si on souhaite un systtme moins dynamique, on pourra diminuer le gain pré-
conisé par Ziegler et Nichols.

Remarque :la détermination fréquentielle du correcteur ne peut s’utiliser que
sur des systeémes qui autorisent les dépassements et les oscillations sans risque de
destruction du systéme.

Cette procédure de réglage peut aussi étre utilisée a partir de la représentation
fréquentielle du lieu de transfert (Bode, Black ou Nyquist) d'un systéeme non cor-
rigé. On détermine directement, la pulsation des oscillations correspondant a la
juste instabilité (wysc = Wogp) et le gain Ky correspond au gain a appliquer pour
que le systéme soit juste instable.

b) Détermination temporelle a partir de la boucle ouverte

Cette procédure ne peut s’utiliser que si le systéme est stable en boucle ouverte
(pas d’intégration dans la boucle).

3- Relever la ré-
ponse tempo-
relle pour un
échelon

1- Désactiver I et D

E(p) —~.e(p) 1 ; S(p)
»@-» % g—»m 4@—> Systeme
LT p —]

2- Ouvrir la boucle

FIGURE 7.27 — Ziegler—Nichols - Détermination a partir de la boucle ouverte

Etape 1: désactiver les composantes intégrale et dérivée du correcteur;
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Etape 2: ouvrir la boucle de retour;

Etape 3: relever I’évolution de la sortie pour une entrée de type échelon unitaire.

Kgo

/

e
/

/

0 TA T+Tr

FIGURE 7.28 — Ziegler-Nichols, identification des parameétres en boucle ouverte

A partir de la réponse temporelle relevée 7.28, on détermine :

— Le temps de retard, T, ;

— Le gain dela FTBO, Ko ;

— Le temps d’établissement, T.

Pour cela,

— on cherche le point d’inflexion de la courbe,

— on trace la tangente en ce point.

— on releve les intersections avec |'axe des abscisses et 'asymptote finale qui

donnent T, et T.

Le tableau suivant donne les valeurs des parametres des correcteurs PI et PID

mixte.

Correcteur Ky T; Ty
T
PI Kyp=—o—— T
KBO "Ir‘rr
PID Ky=06——+ | T | T4=05-T
Kgo - T
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7.4 Exercices

Exercice 37- Correction a avance de phase Corrigé page 276
Soitle systéme décrit par le schéma

bloc ci-contre : E(p) e(p) U(p) S(p)
Lafonction de transfert du systtme  — R(p) G(p)

On sou-

a réguler est G(p) =

(1+p)?’
haite que I'erreur indicielle soit infé-

rieure a 5% et que la réponse tempo-
relle ne présente pas trop d’oscillations, pour cela on impose une marge de phase
de M, =50°.
Q1. Dans un premier temps, le correcteur R(p) est un correcteur proportionnel
R(P) =K;.

Qla. Tracer les diagrammes de Bode de la FTBO pour K, = 1. Quelle est la
marge de phase ?

Q1b. Déterminer graphiquement K, pour avoir une marge de phase de 50°.

Qlc. Déterminer l'erreur indicielle correspondante.

Q1d. Quelle est la valeur minimale de K, qui permet de respecter le cahier
des charges ? Conclure.

140,2-p

Q2. On choisit maintenant le correcteur R(p) = K, ————
1+0,05-p

Q2a. Préciser la nature du correcteur

Q2b. Tracer les diagrammes de Bode de la FTBO corrigée pour K, = 1.

Q2c. Déterminer K, pour obtenir une marge de phase de 50°.

Q2d. Quelle est 'erreur indicielle du systéme corrigé ?

Q2e. Quel est'intérét de ce correcteur ?
Q3. Tracer les réponses temporelles et les diagrammes de Black pour chacun de
ces cas.

Exercice 38- Correcteur PI Corrigé page 277
Un systeme est corrigé par un correcteur de type PI.

X(p) _1+Ti-p _ K Y(p)
@H P [N T Gros paes )

Q1. A partir du critere de Routh déterminer a quelles conditions sur K et T; le sys-
téme est stable.
Q2.0On hésiteentre T; =5setT; =0,5s:

Q2a. Déterminer la FTBF dans les deux cas, mettre sous forme canique puis
identifier les coefficients des fonctions de transfert. Déterminer K pour chacun des
cas, afin que le coefficient d’amortissement soit z =0, 5.
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Q2b. Déterminer graphiquement la bande passante pour chacun des cas.
Q3. On sollicite le systeme avec une entrée de type échelon e(¢) = 10, tracer la
réponse temporelle pour chacun des cas.
Q4. Conclure sur réglage du correcteur PI.

Exercice 39- Correction a retard - avance de phase Corrigé page 280
On souhaite, régler le systeme asservi dont la FTBO s’écrit

2
(1+0,5-p)-(1+p)-(1+0,8-p)

de telle sorte que I'erreur indicielle soit de €; < 9% et la marge de phase de
MP = 45°.
Q1. On se propose dans un premier temps d'utiliser un correcteur proportionnel :
Ci(p) =K,,.

Q1la. Déterminer le gain K;;,,, du correcteur permettant d’obtenir la précision
souhaitée. Commentez.

Q1b. Tracer les diagrammes de Bode de la FTBO pour la valeur limite de K, =
Kiim
Q2. On complete le correcteur proportionnel par un correcteur a retard — avance
de phase

T(p) =

l+a-t-p 1+711-
Co(p) = p 1°p

l1+t-p 1+a-11'p
aveca=10et 11 =10T.

Q2a. Vérifier que la valeur de K, qui permet de respecter I’erreur indicielle est
la méme que précédemment.Ce résultat est-il valide ?

Pour la suite on garde K, = K;;,,, on pose T1(p) = Ky, - T(p).

On se propose de positionner ce correcteur afin d’améliorer la marge de phase
au niveau de la pulsation 0dB de T;(p) = K;;,, - T(p) en choisissant w Jat = WodB
(avec wggp, la pulsation pour laquelle le module en dB de T, (p) est nul.

Q2b. Déterminer T puis tracer sur le méme graphe les diagrammes de Bode
du correcteur.

Q2c. En déduire le diagramme de la FTBO du systeme corrigé.

Q2d. Préciser la marge de phase et la marge de gain du systéme corrigé.

Q2e. Conclure.

Exercice 40- Réglage d’'un correcteur PID par la méthode de Corrigé page 280

Ziegler-Nichols
Actuellement le systeme a corriger est caractérisé par une erreur indicielle re-

lativement importante (Cf. graphe 7.29(a) ). On souhaite améliorer la réponse tem-
porelle du systéme en imposant une erreur nulle.

On se propose d’utiliser un correcteur PI.D mixte pour améliorer le comporte-
ment. Afin de déterminer expérimentalement les caractéristiques de ce correcteur
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(a) Réponse temporelle du systeéme non corrigé

Cp)=1

FIGURE 7.29 — Systeme a corriger

on a réalisé une étude temporelle du systéme (Sys(p)) en le soumettant a une en-
trée échelon unitaire (figure 7.29). On a aussi réalisé une étude fréquentielle qui a

permis de relever un tableau fréquentiel (tableau 7.30(b)).

—— rads™! | dB °

! // 0,1 18,0 -6,5

6 A 0,5 17, | -31

5 / 1 155 | -57

/ 2 11 -93
5 // 4 3,5 -130
R A 10 [ -104 [ -171
: / 12,5 -14,4 | -180
o/ , 20 | -234 [ -198
o) 50 -42,6 | -231
100 -59,5 | -249

(a) Réponse temporelle du systeme en boucle () Relevé fréquentiel

ouverte

FIGURE 7.30 — Caractérisation du systeme en boucle ouverte

On se propose de déterminer le correcteur PID mixte a partir de la méthode

temporelle de Ziegler-Nichols
Q1. Déterminer a partir de la réponse temporelle les temps T, T; et le gain Kgo

Q2. En déduire les coefficients du correcteur PID mixte C(p) = Kp-( 1+ ﬁ +Tgq:-pl-
;-
Q3. A partir du relevé fréquentiel, tracer les diagrammes de Bode de Sy s(p) et ceux

du correcteur C(p)
Q4. En déduire les diagrammes de Bode de la boucle ouverte du systéme corrigé

C(p)-Sys(p).
Q5. Mesurer les marges de phases et de gain. Conclure.
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Exercice 41- Correction PID d’'un systeme instable Corrigé page 281
La mise en équation du systeme a

e.tudler a permis de déterminer sa fonc- C 3 C(p) G(p)
tion de transfert.

5
Gp)= ————— ‘
P = 9 p—10

A. Etude préliminaire
Q1. Justifier que ce systéme est instable (C(p) = 1).
Q2. Mettre G(p) sous la forme d'un produit de fonctions.

B. Régulation proportionnelle

On choisit dans un premier temps C(p) = K.
Q3. Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée
Q4. Déterminer pour quelles valeur de K, le systeme peut étre rendu stable ?
Q5. Déterminer K pour que la réponse a un échelon de la fonction de transfert en
boucle fermée soit apériodique. Pour la suite, on choisira la valeur entiere la plus
proche.
Q6. Déterminer la valeur finale, pour un échelon unitaire. Calculer I'erreur indi-
cielle €; et le temps de réponse a partir de I’abaque en annexe. Calculer I'erreur de
trainage €; (rampe unitaire).

C. Régulation PD
On choisit maintenant un correcteur PD C(p) =K (1+ T4 p)
Q7. Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte en fonction de K et T;.
On choisit T4 afin d’annuler le péle dominant stable de la FTBO.
Q8. Déterminer la FTBF puis, pour la valeur de K précédemment déterminée, cal-
culer I'erreur indicielle €; et 'erreur de trainage €;. Quel est I'intérét principal de
ce correcteur ?
Q9. Déterminer K tel que |e;| < 5% - Ey.
Q10. Comment doit-on modifier le correcteur pour annuler I'erreur indicielle ?

D. Correction PID )
On choisit maintenant un correcteur PID C(p) = C(p) =K:(1+ T4 p)- (1 tr p)
i

avecK=20etT;=0,1.

Q11. Déterminer la FTBO puis la FTBE mettre la FTBF sous forme canonique.
Q12.Déterminer T; afin que le dénominateur possede deux racines réelles doubles.
Q13. Déterminer la réponse temporelle a un échelon unitaire.

Q14. Conclure.
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Devoir 42- Robot Sirtes Corrigé page 284
Extrait du concours 3éme année ENS Cachan - 1997

A. Données
On consideére le probléme de I'asservissement en position de ’axe 3 (coude)
du robot Sirtes (figure 7.31).

FIGURE 7.31 — Robot Sirtes

Lactionneur mis en oeuvre est un moteur a courant continu a aimant perma-
nent que I'on peut modéliser par les équations suivantes :

. di(t)

u(t)=R.i(t)+L- +e(t) (7.18)
e() =K. -w(t) (7.19)
I'(t)=K.-i(t) (7.20)

j. 40 (7.21)
dr ’

avec
— u(t) tension d’induit; — K, constante de couple;

i(t) courant d’'induit; K. constante de fcem;
w(t) vitesse de rotation ; R résistance d’induit;
I'(¢) couple moteur; ] inertie ramenée sur I'arbre mo-

e(t) fcem; teur.
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La technique examinée ici est basée sur la synthése de boucles de régulation
successives.

B. Modélisation

Q1. Donner le schéma bloc représentant la fonction de transfert du moteur avec
u(t) comme grandeur d’entrée et w(f) comme grandeur de sortie.

Q
Q2. Calculer la fonction de transfert du moteur M(p) = %
p
Q3. Application Numérique :
- R=14Q, - K¢ =0,1V/(rad/s),
- L=2,10x1073H, - J=5kgm?.

- K,=0,INA"L

Q4. Donner une représentation fictive de M(p) sous la forme ci dessous. Détermi-
ner M; (p) et M2 (p) sous une forme littérale.

U 1(p) 0(p)
“P () 22 My ()

500p

5. Mont M t tt la f M = :
Q5. Monter que M; (p) peut se mettre sous la forme : M; (p) (p +500) - (p +200)

Pour la suite, on conservera cette forme.

C. Boucle de courant
Pour éviter des pics prohibitifs du courant dans l'induit (et dans le convertis-
seur), on effectue un bouclage sur le courant comme le montre la figure suivante.

V(p) I(p) Q(p)
i@—' Correcteur Ampli. M (p) P Mz (p) P

Capteur +
filtre

Le capteur de courant dans la boucle de retour est une sonde a effet Hall asso-
ciée a un filtre pour atténuer les ondulations du courant dues a la MLI (Modulation
de Largeur d’'Impulsions). La fonction de transfert de cet ensemble est donnée par

R(p) = ——— avec T+ = 0,5 ms. Lamplificateur de puissance posséde un gain
p 1+T;p) f p p p g
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K, = 10. Le correcteur est du type PI (Proportionnel et Intégral) ayant comme fonc-

1
tion de transfert Ci(p) = k; (1 +
Ti-p

Q6. Donner I'expression littérale de la fonction de transfert G(p) =

), avec k;=2etT; =2 ms.

1(p)
V(p)

K -N(p)

Q7. Application numérique : mettre G(p) sous la forme avec N(p) un

polyndéme du premier ordre et D(p) un polynéme du second ordre, les deux poly-
noémes seront mis sous forme canonique.

Q8. Déterminer la valeur du parametre k permettant d’assurer, pour G(p) , un co-
efficient d’amortissement z = 0,5 . Déduire dans ce cas la pulsation propre w, du

systeme du second ordre et son gain statique Kg.
2000+ p

p? +2200- p + 4840000

Pour la suite on prendra : G(p) = 10000

D. Boucle de vitesse
On réalise une régulation de la vitesse sous la forme donnée par la figure ci
dessous.

Consigne, Q(p)
§ @ Correcteur G(p) Mz (p) P

Génératrice tachy

La génératrice tachymétrique est modélisée par une transmittance constante
de K; = 0,1 V/rad/s. La fonction de transfert du correcteur est notée C,(p). On
prendra C,(p) = K, (correcteur proportionnel).

Q9. Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte.

Q10. Tracer I'allure de la réponse en fréquence (asymptotes et courbe) du systéme
(FTBO) avec K, = 1 dans le plan de Bode . Préciser la marge de gain et la marge de
phase.

Q11. Déterminer graphiquement,pour quelles valeurs de K, le systeme est stable.
Q12. Retrouver ce résultat a partir du critére de Routh

Q13. Calculer I'erreur indicielle.

Q14. Calculer I'erreur de vitesse (erreur permanente pour une entrée en rampe)
dans ce systeme asservi. Déduire ainsi la valeur de K, permettant de limiter cette
erreur a 1%.

Dans la suite du probléeme on supposera que la fonction de transfert, en boucle
fermée, du systéme régulé en vitesse est donnée par

2000+ p

H, (p) = 2420000
v(p) (p +100) (p? + 2100 p +4840000)
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E. Boucle de position

On cherche a asservir la position (I’angle 6 ) de I'axe. On dispose pour cela d'un
réducteur placé entre I’axe moteur et le bras avec un rapport de réduction r = 20
et d'un capteur de position (potentiometre, fournissant une tension de 1 V pour
une rotation de 1 rad).
Q15. Tracer le schéma bloc du systéme asservi en position avec un correcteur série
notée Cp(p). La sortie du correcteur doit fournir la consigne pour la boucle de
vitesse.
Q16. Pour C,(p) = 1, donner I'allure de la réponse en fréquence asymptotes et
courbe) du processus (FTBO) dans le plan de Bode (on tracera le diagramme entre
0,01 rad/s et 10000 rad/s). En déduire l'allure du diagramme de Black. A partir
de ce dernier diagramme, que peut-on conclure sur la stabilité du systeme non
corrigé?
Q17. Proposer un correcteur permettant d’améliorer la stabilité.

Devoir 43- Correcteur d’assiette pour véhicule Corrigé page 286

Le probleme porte sur
I'analyse d'un systeme res-
sort — amortisseur, équipant
chaque roue d’un véhicule
expérimental et assurant sa
suspension. | |

La liaison élastique entre
une roue et la caisse (fonc- Module

tion ressort) est obtenue par ressort
compression d’air dans un [

module de volume variable. ~ Vanne | |

C’est une électrovanne, com-
O Roue

amortisseur

mandée par un systéme élec-
tronique analogique, qui in-
jecte plus ou moins d’air
dans ce module et en fait va-
rier le volume. Cette variation de volume entraine une variation de la hauteur de
caisse au niveau de la roue. Cette hauteur peut étre asservie a une consigne.Ce
module ressort est associé a un amortisseur classique.

FIGURE 7.32 — Modéle de suspension

Ce module ressort est associé a un amortisseur classique.

On se limite a I’étude de la suspension d'une seule roue, supportant une masse
fictive égale a une fraction de la masse totale du véhicule.

A. Modélisation du ressort
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Un piston de section S comprime de 4
I'air dans un cylindre. On note H la hau- | L
teur variable du volume d’air. Cet airest | | H
assimilé a un gaz parfait. Sa pression P, | | _________ *TH,
son volume V et sa masse Mg satisfont, P,T,V,
pour une température T que I'on suppo- Mg

sera constante, a I’équation :

P-V = by-Mg.
FIGURE 7.33 — Modeéle du ressort

Dans cette expression by est un coef-
ficient numérique de valeur by = 84, lorsque M est exprimé en grammes et les
autres grandeurs en unités du Systeme International.

Q1. Exprimer en fonction de H et M I'intensité de la force F exercée par I'air com-
primé sur la face inférieure du piston.

Afin de rendre les équations linéaires, on ne considérera dans tout le probléme
que de petites variations des variables H et Mg autour de leurs valeurs moyennes
respectives Hy et Mgo.

On pose H=Hg + x et Mg = Mgo + m.

Sachant que la fonction F(H, Mg), admet comme développement limité au pre-
mier ordre :

F(H, M) = F(Ho, Mgo) +

GH] Mg ~Mgo -(H-Hp) +
H=Hy

-(Mg-M
aMg ( g gO)

Mg:MgO
H=H,

Q2. Montrez que I'on peut écrire F sous la forme
F=Fy+b;-m—->b,-x.

Q3. Application numérique : My = 14,3g et Hy = 25cm.

B. Etude dynamique du systéme : masse, ressort, amortisseur
M, représente la fraction de la masse du véhicule rapportée a une roue. La
masse du piston et celle de I'amortisseur sont négligeable devant M,,.
Lamortisseur introduit une force de frottement visqueux dont la projection
sur X a pour mesure algébrique :

dx
=A—.
! dt
On note P, la pression atmosphérique qui exerce une force F; sur la partie su-
périeure du piston. On admettra que 'aire de la surface utile de la partie supérieure
du piston est égale a la surface intérieure S.
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P,=10x10°Pa, g=10m/s?,S =2,8x 107>m? A =7 x 103Ns.
Q4. En appliquant le théoréeme de la résultante dynamique a la partie mobile en
projection sur ¥ écrire 1'équation différentielle du mouvement de cette partie mo-
bile.
Q5. Ecrire I'équation a I'équilibre, En déduire que M, = 200kg.
Q6. En déduire que I’équation reliant x(¢) et m(t) s’écrit :
d?x dx

¥+35'a+96')€=1,68'm.

C. Etude de I'asservissement analogique de la position de la caisse

La masse Mg de gaz enfermé dans le cylindre peut varier autour de Mg grace
a une électrovanne qui peut soit introduire de I'air soit en retirer.

Un capteur fournissant a chaque instant la valeur de la position x(t), celle-ci
est comparée a une consigne c(t). Lélectrovanne ajuste alors la masse m de facon
a ce que méme en présence de perturbations, x differe le moins possible de c.

C.1. Modélisation du systéme masse ressort + amortisseur

Le systeme masse ressort amortisseur étudié au-dessus est un systeme dont la
grandeur d’entrée est m = Mg — Mgy, la grandeur de sortie est x = H— Hy.

On note M(p) la transformée de Laplace de m(¢) et X(p) la transformée de x ().

M(p) X(p)
P apy =P

B X
Q7. Etablir la fonction de transfert Ty (p) = M((p)) du systéme masse ressort amor-
p
tisseur.

Q8. Montrer que cette fonction de transfert peut ce mettre sous la forme :
k1
p r)
Déterminer les différents coefficients.
Q9. Donner I'allure du diagramme de Bode pour le module de T (j - w).
Le domaine de fréquence que I'asservissement doit traiter (f < 5Hz) ainsi que

I'étude de la stabilité du montage montrent que I’on peut prendre pour T; (p) une
expression approchée qui est celle d'un premier ordre

T1(p) =

Ty )_5,25-10—2
1= p+3

Q10. Tracer cette fonction sur le diagramme précédent, que pensez-vous de cette
modélisation.
Cette expression sera utilisée dans toute la suite du probleme.
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C.2. Etude du systéme asservi

Le systeme asservi de correction d’assiette comportant dans sa chaine directe
I'électrovanne et le systeme précédent peut étre décrit par le schéma fonctionnel
ci-dessous.

C(p) e(p) D(p) M(p)
R(p) =K

X(p)

T;(p)

< |-

Le débit massique d’air de I'électrovanne, d(¢), est proportionnel au signal
d’erreur e(t) : d(t) = K-€e(1).

d
La masse d’air m(t) et le débit d(¢) sont reliés par la relation : d(t) = d_‘f m(t)).
. X
Q11. Ecrire la fonction de transfert en boucle ouverte T, (p) = ((_p)) puis la fonction
elp
L X(p)
de transfert en boucle fermée F,(p) = Tp) sous la forme :
Ky

Ep=———.
Ry 2
1+2-z wo T o2
Q12. Calculer wy et K pour que le coefficient d’amortissement z soit égal a 0, 5.
Pour la suite du probléeme on prendra :

T =—.
2(p) p(pr3)

Q13. Préciser par la méthode de votre choix si le systeme est stable.

On suppose pour la suite que le systéme est stable.

On soumet le systeme a une entrée échelon c(#) = ¢ - u(t) avec u(¢) fonction
de Heaviside.
Q14. Montrer que I'erreur de position €; est nulle.

On soumet maintenant le systeme a une entrée de type rampe c(f) = co- t- u(t).
Q15. Déterminer I’erreur de trainage €;.
Q16. Que proposez-vous pour réduire cette erreur ?

On souhaite diviser par dix I'erreur de trainage, pour cela on choisit un correc-
teur a retard de phase

+T,-p

R(p)=K,—————
(p) "1+10-T,-p
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10
avecT, = —.

Q17. Déterminer K, pour obtenir I'erreur de trainage souhaitée.

Q18. Tracer les diagrammes de Bode de la FTBO corrigée et de la FTBO non corri-
gée.

Q19. Tracer les diagrammes de Black correspondant.

Q20. Conclure sur I'intérét de ce correcteur.

7.4.1 Corrigés
Cor. 37, Sujet page 265

Qla. On mesure sur le diagramme (figure 7.34) la marge de phase pour la pulsation wy g = 6,3rads™!,
Mp = 18°, le systeme est stable.

10 —dB

30 —
20 I~
el
. L
10 (J.)n)\
-20 \\
-30
-40 \ rad/s
1072 107! 100 10! \)”
0 ek —
~30 \\
-60
-90
120 N
150 50 \Oﬁ
T —
~180 18

102 101 100 101 102

FIGURE 7.34 - Exercice 37- diagrammes de Bode du systéme

Q1b. On constate sur le graphe que pour avoir une marge de phase de 50° il faut « descendre » la courbe de
gain de —17dB soit K, = 1071720 = 0,14.
Q1lc. Déterminer I'erreur indicielle correspondante. Le systéme est stable la FTBF est un second a coeffi-
1

cients positifs) et de classe 0, 'erreur indicielle est donc de la forme €; = Eo= Ep =0,15-Ep.
1+Kpo 1+40-Ky
1
Q1d. Pour respecter la contrainte de précision, il faut T30 K = 0,05 soit K, = 0,475. Cette valeur est
N

incompatible avec le respect de la marge de phase.

Q2a. Le correcteur est un correcteur a avance de phase.

e 1+0,2-p 40
Q2b. LaFTBO s’écrit BO(p) =Ky ———— ———
1+0,05-p (1+ p)?

Le tracé (figure 7.35) est réalisé en superposant les diagrammes du correcteur a ceux du systéeme non corrigé
puis en sommant point par point.

Q2c. Pour K, =1, la marge de phase est de 50°. Le systéme est stable.

Q2d. Lerreur indicielle est donc maintenant de €; = =2,4%, le cahier des charges est respecté.

1
1+40
Q2e. Le correcteur a avance phase permet d’augmenter la marge de phase sans diminuer le gain.
Q3. Figure 7.35 et figure 7.36
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40 dB
30
—_—
20 S~ . G(p)
10 B U A 2
0 = "NS\ R(p)
~
10 ! \ 2 -====
20 i ”}
30 | S ‘\ R(p)-G(p)
) I SO N 3 —
—40 i S < §(l/s
-2 -1 0 1 2
G0 10 10 wpl 2]
60
30 S S ==
| mm——————— m === mmm === == zi=l 2
30 \\
60 b ~Nq
-90 SN
-120 S—
-1 ?‘0 ~ ~ M L) \
’ P==44i- o
""" &d/s
2

180

1072 1071 100 10! 102

FIGURE 7.35 — Exercice 37- Correction a avance de phase

dB

- 2 mm - Kp-G(p),Kp=0,14

’/
7

’ _,_—-"" —  R(p-Gl
2 _ +10 3 (p)-G(p)

I ) 1 AN _——mm———-2

(a) Diagramme de Black (b) Réponse temporelle

FIGURE 7.36 — Exercice 37- systeme corrigé

Cor. 38, Sujet page 265

Q1. A partir du critére de Routh déterminer a quelles conditions sur K et T; le systeme est stable.

Ti'P K
B = ‘R = .
Op) =Cip) Rip) = L e e
1+Ti'l7 K
BO(p) T;-p  (1+0,5-p)(1+5-p)
BF = =
)= 1800 L HTip K

T;-p  (1+0,5-p)(1+5-p)
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K-(1+7T;-p)
BE(p) =
T;i-p-(1+0,5-p)-(1+5-p)+K-(1+T;-p)
2. K-(1+7T;-
BE(p) = . £ i p)
5:-T;-p3+11-T;-p2+2-(1+K)-T;-p+2-K
Tableau de Routh
p3 5-T; 2-1+K) -1;
p? 11-T; 2.K
2.T;-(5-K-11-(1+K)-T;
pl Agp =— i ( T 1) 0
L
p° 2.K 0

K et T; doivent respecter les conditions suivantes :

K>0 K>0
T;>0 dou {170
5-K
-(5-K-11-1+K)-T;) >0 Ti>——r
11-(1+K)

Q2.0On hésiteentre T; =5setT; =0,5s:

Q2a. Déterminer la FTBF dans les deux cas, identifier les coefficients des fonctions de transfert, déterminer
K pour chacun des cas, afin que z=0,5;

Pour T; =0.5 PourT; =5
BOg.5(p) = K BOs(p) =
03P = 05 p1+5-p) S S b+ 05-p)
1 1
BFos(p)= —F5——— BE5(p) = —%———
1+92 . p+ 232 p? 1+ -p+ %2 p?
par identification a un second ordre :
V10K V10 10-K V10
®no.5 = 20.5 = Wps5 = =
" 5 20vK " 5 2vK
On souhaite z = 0.5 d’olt
10 10
£:0.53K0_5:0.1 £:0.5:>1<5:10
20vK 2vK

etdonc wyp5=0.2

et donc w5 =2
La FTBF devient pour chacun des cas :

1 1
BFys(p)= ———m—— BFs(p)= ——————
05 = 1 50 pr25-p2 S = 1 05 p+0.25. p2
Q2b. Pour déterminer la bande passante, nous allons tracer les diagrammes de Bode de la FTBF (seul le
diagramme d’amplitude est utile).

La bande passante est plus grande pour T; =5s.
1
Q3. Nous savons que S(p) = BF(p) —
soit pour chacun des cas.
PourT; =0.5 PourT; =5
1 1

—_—————— S5(p) =

p(1+50-p+25-p2) S 1405 p+025-p2)

Le tableau des transformées inverses permet de retrouver la réponse temporelle (je vous laisse retrouver
I'équation temporelle a partir de la derniére ligne du deuxiéme tableau).

So5(p) =
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0
______________________________________________ 3dB
. =_ TN 3d
2 BPgs ! T~ ! T~
) B G AN I
~30 BP5 \\\ | \\
—40 ~_" T~
50 \\ \\
~60 ~_ ~<
~70 S _ T I3
7 ~T;=05 =9
80 rad/s
wl 100 101 10
-30 \\‘\
—60 \ \
-90 \ \
~120 \ \
o \ \
e ——— \T___‘
~180 =05 T;= ‘,)md/s
101 100 10! 102

FIGURE 7.37 — Exercice 38- Bande passante

Indépendamment, nous pouvons déterminer le temps de réponse a partir de I’abaque des temps de ré-
ponses (figure A.1 de la page 332). Pour z = 0.5, onlit T - w, =5

Tros5-wpos5=5=Trgs =25s Tr5-wp5 =5=Trs = 2,58
Le dépassement est identique pour les deux courbes

s - - Kz
A% = 2Max 20 _ , V1-22 ~18%

Soco

Le temps du premier maximum se déduit de la pseudo—pulsation

T 27
wp:wnv\/—(l—zz):Tpm:—p:—
2 wp
T n 18 T n 18
05= —————— ~18s 5= ————— =18s
e 0nos5-V1-2?) )
s
J\------./---ﬁ S AU PR R R
1 T;=5 T; 5

L ______/_______

10

FIGURE 7.38 — Exercice 38- Réponse temporelle

Le temps du premier maximum et le temps de réponse sont plus petits pour T; =5s.
Q4. Conclure sur réglage du correcteur PI.

On constate qu’en choisissant pour T}, la plus grande constante de temps du systéme, on améliore a la fois
la bande passante et la rapidité du systéme sans trop détériorer le comportement dynamique.
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Cor. 39, Sujet page 266

Ql.
2
(1+0,5-p)-(1+p)-(1+0,8-p)

Eg (avec Ep, amplitude de I'échelon) mais cette valeur n’a de sens que si le

Qla. La FTBO s'écrit BO(p) =Kp , la classe est de 0. Lerreur indicielle est

1 1
Ep =
1+Kpo 1+2-Kp
systéme est stable.

donc ¢; =

1

——— est
1+2-Kp

€
Q1b. La valeur théorique qui permet d’obtenir une erreur indicielle relative de E—’ =9% =
0

Kp =5,05. Il reste a vérifier que le systeme est stable. Pour cela utilisons le critére de Routh.
BO(p) _ 20-Kp
1+BO(p) ~ 10+20-Kp+23-p+17-p? +4-p3

La FTBF s’écrit : BE(p) =

p3 4 23
2
p . 17 10+20-Kp
pt —ﬁ(4(10+zov1<p)—17v23) 0
p° 10+20-Kp 0

Le systéme est stable si

L (4(10+20-K,)-17:23) >0 K <(ﬂ—10)i—46
{_17(( Kp)-17:28) >0 Ky 4 20

10+20-Kp, >0 Kp >-05

On constate que pour K, = 5,05 le systeme est instable, un correcteur proportionnel ne permet donc pas
de respecter le cahier des charges.
Q2. Correcteur avance-retard de phase

Q2a. La fonction de transfert en boucle ouverte devient

l+a-1-p 1+711-p 2

BO(p) =K
P =Kp 1+t-p l+a-11-p (1+05-p)-(1+p)-(1+0,8p)

€; 1 1
Le systéme est toujours de classe 0, 'erreur indicielle relative est toujours —- donc

Eo 1+Kgo 1+2-Kp
la valeur de K p est inchangée K p =5,05.
Q2b. On mesure sur le graphe la pulsation wy;p = 2,5 rads™!

1
va-t1=25
1+1,25-p 1+1,25-p
1+t-p 1+125-p
Q2c. CE en trait continu sur la figure 7.39.
Q2d. MP = 80° et MG =~ 19.6dB.
Q2e. Compte tenu de ces valeurs, il est possible d’augmenter K, pour ramener la marge de phase a 45°.

= T1=0,125

Le correcteur devient : Cp (p) =

Pour cela, on recherche sur la courbe de phase la pulsation pour laquelle I'argument vaut —135°, ici ~ 2rads ™.

7
Pour cette pulsation le module en dB est d’environ —7dB. On peut donc augmenter K, d'un facteur 1020 = 2,23.
D’ou K p=2,23-505=11,3 et finalement I'erreur indicielle relative devient

€; 1
—=————=4.2%
Eo 1+2-11,3

Cor. 40, Sujet page 266

Q1. Déterminer a partir de la réponse temporelle les temps T, T et le gain Ko
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FIGURE 7.39 — Exercice 39- Diagrammes de Bode

2 r
iRy
. /
3 1/
5 y/an On cherche le point d’inflexion de la courbe de ré-
; ponse, on mesure
! / ‘ - T, =0,15s,
, // ; - T=1,5s,
) I - KBO =8.
N |
/ I
| t
0
Tr T+T,

1
Q2. En déduire les coefficients du correcteur PID mixte C(p) =Kp - (1 + ﬁ +Tq-pl
1

Pour un correcteur PI. mixte on a D
T 1,5

- Kp=06—"7"-=0, =0,75
Kgo - Tr 8-0,15
- T;=15s
- Ty4=05-T=0,75s
Q3. Figure 7.40

Q4. En déduire les diagrammes de Bode de la boucle ouverte du systéme corrigé C(p) - Sys(p).
Q5. Mesurer les marges de phases et de gain. Conclure.

La marge de phase est d’environ 85°, le systeme est stable.

Cor. 41, Sujet page 268

Q1. Pour qu'un systeme du second ordre soit stable, il faut et il suffit que tous les coefficients du polynéme du
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FIGURE 7.40 - Exercice 40- diagrammes de Bode

dénominateur de la FTBF soit de méme signe, ce n’est pas le cas ici.

5
G 2+9-p-10 5 5
BF(p) = 2 = p p = > ==
1+Gp) |, 5 5+p2+9-p—10 p2+9-p-5
p2+9-p-10
5
2.G(p)= ——————
-6 =0 -
5-K
Q3.BF(p) =

p2+9-p+5-K-10

Q4. Le systeme est stable (strictement) si K > 2 (tous les coefficients du dénominateur de méme signe).

Q5. déterminons dans un premier temps la forme canonique de BF(p)

5-K
_ K
BE(p) = 5K-10 . 7
9 p 2-z
1+ p+ 1+ = .p+
5.k-10 P 5.k-10 on 7T 02
Par identification : w;; = v5-K—10, z = 3 9 Kf= >k _ K
o T2 sK-10 /T 5K-10 K-2
La réponse est apériodique siz=t ———— =1
2 J5K-10

9 121
VS-K—IOSE:KSE=6,05

Pour la suite K = 6.

Q6.
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5-K

——F =15
5-K-10

Valeur finale : la sortie tend vers s(oco) =K fe Eg =

Le systeme est de classe a =0

i = Jim (e(1) = lim (p-e(p)) = ;lglo(p- (E(p) -S(p)) = ;%(p-(l ~BE(p)) E(p))

K E
= lim | p- 1—7f2 = :(1—Kf)E0:—0,5
p—0 2-z p p
1+—-p+—2
Wn wy

Le signe précise que la réponse temporelle de s(t) est «au dessus » de e(t).

La réponse temporelle, pour K = 20 est représentée sur la figure 7.41(courbe 1).

On montre aussi que g; = +oo.

Sur 'abaque des temps de réponses, on lit que pour z=1, Ty -wp =5 et wy = v5-K— 10 = v/20 d’olt
Tr=1,1s.

5-K-(1+Ty- K-(1+T,-
Q7.BO(p) = ( d p) = ( d p) ,on choisit T; =0, 1.
(p+10)-(p-1) 2-(1+0,1-p)-(p—-1)
K
BO(p)= ———
P 2 p-n
_K K
_2(p-) K K2
Q8.BF(p) = K SopeK—2 5
+ — 1+ ——-p
2-(p-1) K-2

Le gain de la FTBO et la classe n'ayant pas changé, €; et €; ne changent pas.

Le correcteur PD a amélioré la stabilité du systeme, celui-ci se comporte maintenant comme un premier
ordre (il sera toujours apériodique quelle que soit la valeur de K). Le de temps de réponse a 5% est
T,=3-1=3- X3 PourK=6,T, = i 1,5s. Le systéme est un peu plus lent.

. € 1 . 0,95

9. On cherche K tel que |g;| < 5% - Eg soit —~ = —— = 0,05 soit K = 2222 = 19.
Q que [¢;| <5%Eg By 1+K 0,05

La réponse temporelle, pour K = 20 est représentée sur la figure 7.41(courbe 2).
Q10. Pour annuler I'erreur indicielle, il faut rajouter un terme intégral.

1
On choisit maintenant un correcteur PID : C(p) = C(p) =K- (1 +Tg- p) . (1 + T ) avecK=20etT;=0,1
p

Q11. Déterminer la FTBO du systeme puis la FTBF

BO(p)=K-(1+T4-p) (1+i) ! Kl tip)
pi= ap T, pl2-A+01l-p)-(p-1) 2-T;-p-(p-1)
BE( = _BOW)__ (1+T;-p)
1+BO(p) K-(1+T;-p)+2-T;-p-(p-1)
K-(1+T;-p) (1+T;-p)

T 2.T;-p2+T; (K-2)-p+K 2~KTi p2+Ti'(II§—2) el

Q12. Le dénominateur est un second ordre, pour avoir deux racines doubles, il faut z = 1. Soit, par identifica-
. K T; . 40
tion:wy, = et z=(K-2)1/ —— soit T; = — pour K =20.
2.T; 8-K 81
Q13. Déterminer la réponse temporelle a un échelon unitaire.

40
Pour K=20,T; = 3L etT; = 0.1, la FTBF devient BF(p) =

40-p+81 40-p+81

1
———etS(p)=————  —.
4-p2+36-p+81 P 4-p2+36-p+81 p
Pour obtenir la réponse temporelle, il est nécessaire de décomposer S(p) en fractions simples d’olt

S()_l 1,55
pip p+4,5 (p+4,5)2

puis a partir du tableau des transformées inverses, on obtient la réponse temporelle (courbe 3 sur la figure 7.41) :

s()=1+0,5-e 451 (11.1-2)
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1. correction P seule

2. correction PD

3. correction PID

///

\\\
N

FIGURE 7.41 — Réponses temporelles

Q14. I'erreur indicielle €; = 0, le systeme est précis. La réponse la plus rapide est celle obtenue avec la correction
PD seule mais elle n’est pas précise. La correction PID ne peut étre réglée ici sans dépassement.

Cor. 42, Sujet page 269
Q1. Schéma bloc moteur
U(p) € 1 I(p) Cp)l 1 wip)
— —— K¢ — —
R+L-p J-p
E(p)
Ke
Q2. Fonction de transfert : M(p) Ke soit en développant
. . - - Vi
P PR L-p) +Ke Ko PP
M(p) = Ke
P Ry Pl p2+Ke Ko
1000000
Q3.AN:

p% +700- p+100000
Q4. Représentation fictive : en mettant le schéma bloc sous la forme

U(p) € 1 I(p) Cp) 1 w(p)
@ R+Lp Ke 1775
E(p)
K Lk
e Ip C
On déduit
U(p) J-p I(p) Ke | Q(p)
— M = M =—
1(p) ReLp)J-p+Ke Ko 2(p) Tp

500p
(p+500) - (p +200)
Q6. Fonction de transfert G(p)
Ci(p)-Ka-Mi1(p)

Q5.AN: M, (p) =

G(p) =
PP 15 Cip) Ka - My (p) R(p)
G (Tfp+l)IKa (Tip+l)ki
W= s +T;J(RTf +L)p2 + T; OR+ K KcT f + kiKaJ k) p + TiKeKe + kiKaTk
Q7.AN 10000 - (2000 + p)

" p2 +2200- p +400000 + 20000000 - k
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) rad/s
4

thtb 102 103 104

FIGURE 7.42 — Exercice 42- Diagrammes de Bode

Remarque : il est préférable pour simplifier cette fonction de transfert de repartir de la FTBO avec les va-

leurs numériques puis de recalculer la FTBE
(2000 + p)

40+2000-k p2 22
+ p+1
400000 + 20000000k 4000+ 200000 - k

Q8. Forme canonique :

par identification

z 22
wo = v/400000 + 20000000 ket2— = ———«—————
wg 4000+ 200000 - k

Pour avoir z = 0,5 il faut k = 0,222 d’ot1 finalement wg = 2200 rad/s.
Q9. Boucle ouverte

BO(p) =Cu(p)-G(p)-M2(p) -K¢
2000+ p K¢
p? +2200- p +4840000- ] - p
20000000 (2000 + p) ‘K,
" (p? +2200- p +4840000) - p

=Ky -10000

Q10. On mesure la marge de phase MP = 8° sur le diagramme de phase (figure 7.42), la marge de gain est infinie
(le lieu de phase ne coupe jamais I'argument —1°80). Le systeme est fortement oscillant.

Q11. le systeéme est stable pour toute les valeurs de K;, positives.
Q12.]a FTBF s’écrit :

200000 (2000 + p) -K
BE(p) = p. v

p3 +2200- p2 + 4840000 p + 400000000 - K, +200000 * K, - p
On construit le tableau de Routh a partir du dénominateur.

p3 1 200000 - K, + 4840000
p? 2200 400000000-K,,
1 | 200000
p + 4840000 0
11-K,
p° 400000000 -K,, 0
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0
+ 4840000 > 0 et 400000000 - K, > 0 soit K, > 0, on retrouve le résultat
v

Le systéme est stable si

précédent.
Q13. Le systeme est de classe o = 1 et est stable, I'erreur indicielle est donc nulle : €; = 0.
Q14. Erreur de trainage.

€y = lim (e(2) = lim (p-€(p)) = lim (p- (Cons(p) - K, Q(p))
t—oo p—0 p—0

= lim (p

1
limy “TTR0w) ) Cons(p))

5-1073 p(p? +2200- p + 4840000
= lim (p rlp P )

. — > Cons(p))
p—0" 5-107-p(p=+2200- p +4840000) + K, - 1000(2000 + p)

a
avecici: Cons(p) = —
p 2. pz

. (5- 1075 p2(4840000) a 121-a
= l1im =
p—0  K,-1000(2000) 2-p2°  1000000-K,

€
Pour limiter I'erreur de trainage relative — 2 1%, il faut K, = 0,0242.
a

Remarque : cette valeur de K, va améliorer le comportement dynamique en augmentant la marge de phase
(diminution des oscillations).
Q15. Cf. figure 7.43.

—_

O¢(p) Q(p e(p)

Cp(p) —Hy(p > —

~ | =

FIGURE 7.43 — Schéma Bloc de 'asservissement de position du robot Sirtes

Q16.la FTBO de I'asservissement de position s’écrit : BOp(p) =Cp(p)-Hy(p)— - = -1 soit

< |-
~ | =

(2000 + p)
(p+100)/(p2 +2100 - p +4840000) - p

BOp(p) =121000-

Le systéme est stable, la marge de phase est d’environ MP = 90°, la pulsation wg4g = 0,5rads™! est relative-
ment basse.
Q17. Le systeme est stable et précis vis a vis d’'une entrée en échelon, on peut ici, proposer un correcteur qui
améliore le temps de réponse en augmentant la bande passante en réglant par exemple la marge phase 8 MP =
50°. Un simple correcteur proportionnel suffit.

Cor. 43, Sujet page 272
R A
QLF=P:S=——=—

Q2. On se propose de linéariser autour du point de fonctionnement (Ho, Mgo) & partir du développement limité
de la fonction .

. P . . bo-M
Déterminons les deux dérivées partielles de la fonction F(H,Mg) = %
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30
20—l ]
10 \
0 T~—
-10 T \
-20
~30 ! e
10 ; e~
50
o ! ~
% | =~
90 | S
100 i N\
-110 i N\
-120 ! N
~130 T N
—140 = T 5 rad/s
1072 1071 100 101 102 103 104
0= t
30 :
60 !
90
-120
150 M= 90° \\
-180
—210 \\
—240 \
—270 - rad/s
1072 107! 100 10! 102 103 104
FIGURE 7.44 — Diagrammes de Bode FTBO robot Sirtes
oF Mgo
oF Mg —l _ =-by —
= _py —2 OH | Mg=Mgo 2
oH bo H2 H=Hy Ho
oF b() I oF bo
oMy H dMg | Mg=Mgo ~ Hy
H=Hy
d’ol
bo -Mgo b() Mgo
F(H,Mg) = ——— + - (Mg —Mgg) — by - —5- - (H-Hp)
g Ho g —Mgo 0 H% 0
bo MgO
FH,My) =Fg+ — -m—b, - X
( g) 0 Ho 0° H2
bo-Mgo b M
Q3.Fp = ——2= ~4800N, by = —> =336Ng~!, by = by - —52 ~19220Nm™!
Hy 130 H

0

Q4. Onisole’ensemble mobile, il est soumis a son propre poids f’) al’action du ressort pneumatique F(H, Mg),

al effet de la pression atmosphérique Fa sur la face supérieure du plston et aux effets de 'amortisseur hydrau-
lique f Le théoréme de la résultante dynamique en projection sur I'axe X permet d’écrire I'équation :

d2x

M- —=
de

-M-g+F bo b Pg-S—A-
+ +_ — —_—
-g+Fy Ho m—bo- H -Xx—Pq

dx

5 dt

b
“M-g+Fo+ 2 -m-Pg-S
Hop
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dx d?x
Q5. On se place al'équilibre, onaMg =Mgo=>m=0,H=Hp=> x= Omalsaus51d =0et ?:0
0=-M-g+Fy—Pg-S

Fo—Pg-S
M:OT“:ZOOkg

Q6. Léquation différentielle du mouvement devient :

d®x dx Mgo by
M-—= +\-—+h =
a2 a0 T "
d>x A dx bo-Mgo b
—_—t =t X=
d> M dt  M-H? Hp
£+35 d—+96 x=1,68-m
de? dt

d?x dx

Q7.A partir de I'équation différentielle du mouvement, +35- @ +96-x =1,68-m, que I'on écrit dans le

dt?
domaine de Laplace, on déduit la fonction de transfert T1 (p) :

p%-X(p)+35- p-X(p) +96-X(p) = 1,68-M(p)
X(p) _ 1,68 0,01750

Ti(p) =
M 2135-p+96
P ) p p 1+ 96 P+ 96
Q8. Cette fonction peut aussi s’écrire
X(p) 0,01750
Ti(p) = Wp) - o
p 1+3)-1+33)
Q9. Cf figure 7.45
-20
-40 ~—
-60 \~ NS
80 RRE1N =
<is
100
w1 w2 \
128 N1
2 1 0 1 ! 2 3
30 10 \% ~ 0 ! 0 (
\" ~ |
60 S~g t
\~ I
90 1. second ordre \\ R 2
-120 | 2. premier ordre
5o dominant \\
80 \\ 1

1072 1071 100 101 102 103

FIGURE 7.45 — Correcteur d’assiette - diagrammes de Bode

5.25-1072
— - =0 1017,,50 soit le premier ordre extrait de Ty (p) avec
p 3

la plus grande constante de temps. Le tracé est superpose sur la figure 7.45 en pointillé. Ce modele est pertinent

Q10. La fonction T; (p) peut s’écrire aussi T; (p) =
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si on reste dans le domaine de fréquence f < 5Hz soit w < 32rads™! pour 'amplitude mais I'erreur en phase est
relativement importante. ce modele n’est pertinent que pour o < 10rads ™!

QILT>(p) 0,01750-K
To(p) = ————
p-a+5)
0,01750-K
Ta(p) p1+5) 1
F = = =
2(p) 1+Ta(p) ]+ O0I750K 2

p p
p-a+5) 1+ go175% t 300175
Q12. par identification on détermine wg et K avec z=0,5

2-z 1
Kf:li =
wo 0,0175-K

1 1

w2 ~3.0,0175-K

=0,5 = K=171

=> W= 3rads™!

Q13. Nous avons a faire a un systeme en boucle fermée du second ordre, pour que le systeme soit stable, il faut
et il suffit que tous les coefficients du dénominateur soit de méme signe, c’est le cas ici.
Q14. Evident! le gain de la FTBF est K =1, pour une entrée en échelon I'erreur est donc nulle.

Q15.¢(p) = C(p) ~X(p) = C(p) ~T2(p) -e(p) = €(p) = Ty - C(p)

_ .y = lim [pr ——
¢¢ = fim (e(0) = lim (p-e(p) = imy | p- 3= - C(P)

Co ) 1 Co Co
C(p):f2 => et:lm}) P =3
p p 1+ (P p

Ql6.
— Augmenter le gain de la FTBO mais le systeme risque de devenir plus oscillant z < 0,5;
- Utiliser un correcteur PI, a condition que le systéme reste stable, le correcteur PI a tendance a ralentir le
systéme mais I'erreur de trainage sera nulle;
— Ajouter un correcteur a Avance de phase et ou a Retard de phase
Q17. On utilise maintenant un correcteur a retard de phase. Déterminons la FTBO puis la FTBF du systeme
corrigé

Tou(p) =K 1+T,-p 9 _ 9-(1+Tr-p)
2ctP) =R 1+10-T,-p p-(p+3)  (1+10-T;-p)p-(p+3)
K. HTrp 9
. Toc(p) BT IFI0OT,p  p(p+d)
Fac(p) = 1+ Toc(p) = 11K 1+T,-p 9
B £ v A AR
Toc(p) 9-Ky-(1+Tp-
Fac(p) = 207 r r-p)

1+Toe(p)  (1+10-Ty-p)-p-(p+3)+9-Kr-(1+T;-p)
_ 9-Kr-(1+Tr-p)
10T, p3+(1+30-T) - p2+(B+9-K,-Tr) - p+9-K,

Pour utiliser le théoréeme de la valeur finale, il est nécessaire de vérifier que le systéme est stable, Nous allons
supposer que celui-ci est stable, nous vérifierons la stabilité dans la question suivante.

1 Co Co

e =lim|p: ————— C(p)| = lim | p- =
-0 1+Toc(p) -0 . 9-(1+T,-p) 2 3-K
g 2ep g 1+Ky (1+10-Tr<p)rp-(p+3) P '

Pour obtenir I'erreur de trainage souhaitée, il suffit de choisir K, = 10 a condition que le systeme soit stable
pour cette valeur.
Q18. Figure 7.46(a)
Q19. Figure 7.46(b)
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/ dB

80 /
o —— /
60 g
~ o
10 Fr g [
EXs ;
20 DR ~——— :
— T —
...... Il
20— T ]
"""" ’
—40 . ’
L , N
60 ) 1, 10
) e
80 - b
1072 107! 100 10! 102 1po Afes 90 45

g
-30 R

—60

B e

-120 ™~ [~ <
\/ N . i
-150 L
~180 — )
1072 107! 100 10! 102
(a) Diagrammes de Bode (b) Diagramme de Black

FIGURE 7.46 — Correcteur d’assiette

Q20. On trouve sur la figure 7.46(a) et la figure 7.46(b), les diagrammes de Bode de la FTBO (respectivement
les diagramme de Black) du systéme avec la correction proportionnelle (_ _ _ ) le systéme avec le correcteur a
avance retard avec K, =1 ( ) etle systeme corrigé avec K =10 ( ). On remarque que le correcteur pour
K =1 ’a pas d’'influence sur les basses fréquences, par contre il agit sur les hautes fréquences en diminuant le
gain sans effet sur le déphasage, autour de la pulsation w = ﬁ la phase est diminuée mais la marge de phase
est globalement identique. Un gain K; = 10 ramene la courbe de gain sur la courbe de la correction proportion-
nelle sans modifier la phase. On constate l'effet sur le diagramme de Black ot le lieu corrigé est décalé vers le
haut tout en conservant la marge de phase.

Ce correcteur permet donc d’agir en diminuant le gain pour les hautes fréquences, un réglage judicieux de
T, permet de ne pas modifier la marge de phase.




CHAPITRE 3

GRAFCET

8.1 Principes généraux

Le langage GRAFCET est décrit par la norme NF EN 60848.

Le GRAFCET est un langage graphique synthétique de spécification compor-
tementale. Il permet de décrire le comportement attendu de la partie séquentielle
d’un systeme.

Les différents états du systéme correspondent aux situations du GRAFCET. Ces
situations sont caractérisées par des étapes. Pour chaque situation, une ou plu-
sieurs étapes peuvent étre actives. La notion d’état du point de vue du GRAFCET
correspond a une état de la partie commande mais pas a un état de la partie opéra-
tive. En effet, c’est pendant une situation que la partie opérative évolue (pendant
la situation correspondant a I'étape 2 du grafcet de la figure 8.1, la broche descend
et tourne). L'évolution de la partie opérative permet d’obtenir les conditions né-
cessaires au changement de situation du GRAFCET . Le changement de situation
est réalisé par I'activation des étapes correspondant a la nouvelle situation et la
désactivation des étapes de la situation précédente (lorsque la condition Fin ap-
proche est atteinte, la condition d’évolution du GRAFCET est réalisée, le GRAFCET
change donc de situation).

Les regles du GRAFCET précisent les conditions d’évolution d'une situation a
la suivante.

8.1.1 Structure du GRAFCET

Le GRAFCET (fig 8.1) est constitué d'une alternance d’étapes et de transitions.
Cette succession d’étapes et de transition permet de décrire les différentes évolu-
tions possibles entre les situations.

291
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A chaque transition est associée une réceptivité, représentant la condition lo-
gique d’évolution, elle est composée de variables d’entrées et/ou de variables in-
ternes.

Les actions, associées aux étapes, indiquent comment agir sur les variables de
sorties,soit par assignation soit par affectation.

On note Xn la variable d’étape associé a l'étape n. Lorsque I'étape n est active,
la variable d’étape est vraie Xn = 1, elle est fausse, Xn = 0 dans le cas contraire.

Les régles d’évolution permettent I'interprétation du GRAFCET.

Marche DescenteRapide
PositionHaute PARTIE DescenteLente
PositionBasse SEQUENT{ELLE RotationBroche
FinApproche DU SYSTEME DescenteRapide

Variables d’entrées formant

l la réceptivité avec l'opérateur
7 logique ET

Etapes 1 et 2 —+ marche ET Position Haute
2 +—— Descente Rapid\e Rotation% BrochevVariables de sortie
ch.uso;?s I . N | assignées dans les
orientées \ ”\* In Approche actions associées a
. é 2
3 — Descente Lente | Rotation Broche [étape
Transition 3

et 4 |\ Position Basse Actions continues associées
aux étapes 3 et 4

Montée Receptwlte associée a la tran-

Position Haute / sition 4

FIGURE 8.1 - Structure et éléments du GRAFCET

8.1.2 Regles d’évolution

Reégle 1 - Situation initiale : La situation initiale, choisie par le concepteur, est la
situation active a I'instant initial.

La situation initiale est une situation active a l'instant initial, elle est donc
décrite par l'ensemble des étapes actives a cet instant. Le choix de la situation
a l'instant initial repose sur des considérations méthodologiques et relatives a
la nature de la partie séquentielle du systéme visé.
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Régle 2 - Franchissement d’'une transition: Une transition est dite validée lorsque
toutes les étapes immédiatement précédentes reliées a cette transition sont
actives. Le franchissement d'une transition se produit :

— lorsque la transition est VALIDEE,
— ET QUE la réceptivité associée a cette transition est VRAIE.

Regle 3 - Evolution des étapes actives: Le franchissement d’une transition entraine
simultanément I’activation de toutes les étapes immédiatement suivantes et
la désactivation de toutes les étapes immédiatement précédentes.

Regle 4 - Evolutions simultanées : Plusieurs transitions simultanément franchis-
sables sont simultanément franchies.
L'évolution entre deux situations actives implique qu'aucune situation inter-
médiaire ne soit possible, on passe donc instantanément d'une représentation
de la situation par un ensemble d’étapes a une autre représentation.

Reégle 5 - Activation et désactivation simultanées d’'une étape : Si, au cours du fonc-
tionnement, une étape active est simultanément activée et désactivée, alors
elle reste active.

Si une méme étape participe a la description de la situation précédente et a
celle de la situation suivante, elle ne peut, en conséquence, que rester active.

8.2 Lecture et interprétation du grafcet

8.2.1 Evolution du grafcet

Le changement de situation d'un grafcet ne peut se produire qu’a la suite d'un
changement des variables booléennes d’entrées. On appelle événement d’entrée
un changement d’état des variables d’entrées.

En fonction de cette évolution, les sorties assignées ou affectées de cette situa-
tion peuvent alors étre réalisées.

8.2.2 Réceptivités associées aux transitions

Les réceptivités sont une combinaison logique des variables d’entrées et/ou

des variables internes, la figure 8.2 présente quelques possibilités.

— Lanotation 1 indique une réceptivité toujours vraie;

— La condition 1 a (front montant de a) n’est vraie que lorsque la variable a
passe de l'état 0 al’état 1, la condition | b (font descendant de b) dans le cas
inverse;

— Laréceptivité 3s/a/7sn’est vraie que 3 s apres le front montant de la variable
a et 7 s apres le front descendant de a (les fronts sont implicites, il n'est
pas nécessaire de les noter), on peut aussi utiliser la notation usuelle 45/X12
pour limiter la durée d’activité d'une étape.
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— Laréceptivité [C; = 3] est vraie lorsque le prédicat est vraiicilorsque le comp-
teur C; est égal a 3, il est possible de combiner un prédicat avec d’autres
variables pour réaliser des réceptivités plus complexes.
1 1 1 1
11 11 11 11
+ a-(c+b) + ta -+ 3s/al7s -+ [C1=3]
12 12 12 12
+ 1 -+ b -+ 4s5/X12 -+ k-[t>20°]
13 13 13 13

(@)

vraie

Réceptivité toujours (b) Réceptivités sur front (c) Réceptivités dépen- (d) Réceptivités associées
dantes du temps a un prédicat

FIGURE 8.2 — Réceptivités associées aux transitions

8.2.3 Modes de sorties

Le Grafcet précise deux modes pour caractériser le changement d’état des sor-

ties.

Mod

Les sorties sont indiquées dans un cadre d’action.

e continu ou assignation sur état: en mode continu (fig 8.3), la sortie est as-
signée a la valeur vraie si I’action est associée a une étape active. On appelle
assignation le fait d’'imposer la valeur (vraie ou fausse) des variables de sor-
tie. Pour une situation donnée, les valeurs des sorties sont assignées a la va-
leur vraie pour toutes les actions associées aux étapes actives et a la valeur
fausse pour les autres (associées aux étapes non actives).

Le mode continu est le mode par défaut du grafcet.

Action continue fig 8.3(a) : Lasortie A est assignée a la valeur vraie pendant
I'étape 1 et I'étape 2, 'équation d’assignation est donc A = X1 +X2;

Action conditionnelle fig 8.3(b) : La sortie A est assignée a la valeur vraie
pendant ’étape 1 a condition que la condition c soit vraie et pendant
I'étape 2, I'équation d’assignation s’écrit A= c-X1+X2;

Action conditionnelle dépendante du temps fig 8.3(c) : La sortie B est as-
signée a la valeur vraie lorsque I'étape 2 est vraie et pendant 2 s.
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X3
X2
X1

! 1€ !
1 — A 1 — A 1 — A
- a T a T a 357%2
2 — A B 2 — A B 2 — A B
- b + b + b
3 3 3
T T
B B
A A —
c ERe
A X3 H X3 mn
X2 X2
X1 | X1 |
(a) Mode continu (b) Action conditionnelle (c) Action conditionnelle dépen-

dante du temps

FIGURE 8.3 - Mode continu

Mode mémorisée ou affectation sur événement: en mode mémorisée, I'affecta-

tion des sorties est effectué suite a un événement interne. La sortie prend la
valeur imposée sil’événement interne se produit. La sortie est maintenue a
cette valeur jusqu’a ce qu'une nouvelle affectation modifie cette valeur. L'af-
fectation est noté par := dans le cadre d’action .

On distingue quatre types d’affectation.

Actions a l'activation / a la désactivation - fig 8.4(a) : la valeur 1 est affec-
tée a la sortie A (notation A := 1) a l'instant de I’événement interne
correspondant l'activation de 'étape 1 et mis a 0 a I'instant de 'évé-
nement interne correspondant a la désactivation de I’étape 3;

Action sur événement - fig 8.4(b) : le compteur C estincrémenté (notation :
C:= C+1) alinstant de I'événement interne correspondant au front
montant de la variable d et de I'activation de I'étape 2;

Action au franchissement - fig 8.4(c) : la valeur 1 est affectée a I'action M
a I'instant du franchissement de transition de I'étape 24 a I'étape 12.
Ce type d’action n’est a utiliser que s'il n'y a pas d’autre solution pour
obtenir le fonctionnement désiré.
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1 —A:=1
1 —C:=0
-+ a
-+ a
I 1d
2 B < 12 24
2 —C:=C+1
+ b l
- [C=3] -+ a - -+ c
3 1 A:=0 \b
3 —{C:=0 M:=
13 23
B 5 3
1 0
A L c 9 Lo
d e M
X3 L— X3 b
X2 X2 [ X113 [
X1 | X1 LT X24 [}
(a) Action a lactivation, a la (b) Action sur événement (c) Action au franchissement
désactivation

FIGURE 8.4 - Mode mémorisé

8.2.4 Evolution fugace

L'évolution normale d'un grafcet est dite non fugace. Cette évolution est repré-
sentée par la figure 8.5(a).

alinstant r;, 'étape 11 est active et les réceptivités fausses r;; =0, 112 =0, ry23 =
0;

alinstant t, laréceptivité r;; devientvraie (r1; = 1), 'étape 12 est activée et1'étape
11 est simultanément désactivée;

alinstant 13 laréceptivité ry» devientvraie (r12 = 1), 'étape 13 est activée et1'étape
12 est simultanément désactivée.

Supposons maintenant que la réceptivité ry, soit vraie des'instant #; (figure 8.5(b)).

alinstant 1;, 'étape 11 est active et la réceptivité r;; est fausse (r;; =0) et ry» est
vraie (7‘12 = 1), gz = 0;

alinstant r, laréceptivité ry; devient vraie (ry; = 1), alors, simultanément
— I'étape 11 est désactivée,
— D'étape 12 est activée,
— I'étape 12 est désactivée,
— I'étape 13 est activée
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Les événement internes liés a ’activation et a la désactivation de I'étape 12

ont lieu mais I'étape 12 n’est jamais active.

11 11 11
[

-+ mEO| — mE=ED —+
12 12 12
- Mn2(=0 + rne=0) +
13 13 13
- T3 - mn3(=0 —+

(a) Evolution non fugace

i

re(=1)

r3(=0)

11
(= 0)(

1;2
rna(= 1)(

1’3
rs(=0)

ri(=0)

ra(=1)

ri3(=0)

(b) Evolution fugace

FIGURE 8.5 — Evolutions du grafcet

i

re(=1)

ri3(=0)

On constate que la réceptivité aval de 1'étape 12 étant déja vraie lors de I'ac-
tivation de I'étape, la transition suivante est franchie entrainant la désactivation
de I'étape. L'étape intermédiaire entre les deux situations stables est une étape
instable. On dit que I'évolution est fugace. Ce comportement modifie la prise en
compte des sorties suivant qu'une action continue ou mémorisée soit associée a

I'étape instable.

— En mode continu, les actions associées a une étape instable ne sont pas réa-

lisées.

Ce comportement est décrit par la figure 8.6, la sortie B définie dans I'ac-
tion continue associée a I’étape 12 n’est pas réalisée, on constate aussi que
la sortie C définie dans I'action associée al’étape 13 est exécutée deés le fran-

chissement de la transition aval de 12.

— En mode mémorisé, les actions associées a des événements internes corres-

pondant a une évolution fugace sont prises en compte.

Ce comportement est décrit par la figure 8.7, 'action a l'activation B :=1 de
I’étape 12 est réalisée méme si I'étape n’est pas active.

8.2.5 Structures de base

a) Séquence linéaire

La structure linéaire est la structure de base du grafcet, sous la forme d'un cycle
aune seule séquence, c’est une succession linéaire d’étapes et de transitions.
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11 11 11

-+ m 1 -+ m C

12 — B 12 B 12 — B X13
2

-+ T2 12 -+ T2 ‘
X12
13— C | 13 c |13—c i [ 1
4 i3 s 4 i3 A1l -

FIGURE 8.6 — Action continue et évolution fugace

11 11 11

-+ i -+ Cf
B
= - S| s T
r2 ﬁ

-+ T2 r2 -+ T2 ‘
X12
13 13 13 . [ 1
-— T3 3 -— 3 X1l g

FIGURE 8.7 — Action mémorisée et évolution fugace

b) Sélection de séquences

Un GRAFCET est dit a sélection de séquence (fig 8.9(a) lorsque a partir d'une
étape plusieurs évolutions sont possibles. Une sélection de séquence est dite ex-
clusive lorsque les réceptivités associées aux transitions ne peuvent pas étre vraies
simultanément. On distingue deux formes particulieres, le saut de séquence (fig 8.9(b))
et lareprise de séquence (fig 8.9(c)).

c) Séquences paralleles

La structure a séquences paralleles (fig 8.10) permet I’exécution simultanée de
plusieurs séquences, elles débutent toutes lors du franchissement de la transition
amont. Les séquences se terminent par une synchronisation (il est souvent néces-
saire de prévoir des étapes de synchronisation afin que les cycles les plus rapides
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1 — A
-— N -—
2 — Ay 2 — Ay
- I2 - I2
3 — As 3 — As
- I3 T3

(a) Séquence linéaire (b) Cycle a une seule séquence

FIGURE 8.8 — Séquence linéaire

attendent les plus lents). La réceptivité associée a la transition aval est souvent
toujours vraie 1.

1
{ 121 121
Tla b ¢ [ [
1 ra b i_‘j
11 21 31
122 122
22| | 32 il
123 123
33 il
2 124 124
b [ a
3 200 125
(a) Sélection de Séquences (b) Saut de séquence (c) Reprise de Séquence

FIGURE 8.9 — Sélection de séquences
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3
marche

l l l
21 — AY 11 — B* 31 — Kmy
-— a1 - b
22 — A” 12 — B~
T 4o - bo
23 13

| |

41

FIGURE 8.10 — Séquences paralleles

8.2.6 Formes particuliéres
a) Transition source

Une transition source est une transition qui ne posséde aucune étape amont.
Par convention, la transition est toujours validée et est donc franchie des que la
réceptivité associée est vraie. Il est fortement conseillé de n’utiliser que des récep-
tivités sur front.

b) Transition puits

Une transition puits est une transition qui ne possede aucune étape aval. Le
franchissement de cette transition entraine uniquement la désactivation de I’étape
précédente.

c) Etape source

Une étape source est une étape qui ne possede aucune transition amont (étape
50 de la figure 8.11(b)). Une étape source ne peut étre activée que :

— si c’est une étape initiale (active au début du fonctionnement),

— si elle fait 'objet d'un ordre de forcage,

— si elle est activée par une encapsulation;
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T I pas-pp ] "
51 —— Poste;
11 — A+
-+ 1pas
+ a
52 —— Postes
12 — A- | B+
-+ 1pas
—+ ap-bhy
53 —— Postes
13 — B-
-+ 1pas
54 — Postey } bo 1 bo -5s/X13
il 1 pas 20 —Alarme B
(a) Transition source/puits (b) Etape source/puits

FIGURE 8.11 - Etape source/étape puits, transition source/transition puits

L'exemple figure 8.11(b) montre une utilisation, I'étape initiale 10 est active au dé-
but du fonctionnement puis n’est plus jamais activée,

d) FEtape puits

Une étape puits est une étape qui ne posseéde aucune transition aval. Elle ne
peut étre désactivée que :

— si elle fait 'objet d'un ordre de forcage,

— si elle est désactivée par la fin de 'encapsulation;;

Dans I'exemple figure 8.11(b), I'étape puits 20 n’est activée que si I'action as-
sociée a I’étape 13 n’est pas terminée dans les 5 s, une fois activée, elle déclenche
une alarme qui ne peut étre désactivée que par un ordre de forcage émis par un
grafcet de niveau supérieur.

8.3 Structuration et hiérarchisation

8.3.1 Nécessité de la structuration

11 est souvent nécessaire pour décrire le fonctionnement d'un systeme auto-
matisé d’en décomposer la description, soit d'une point de vue matériel (chaque
sous systeme physique est décrit par un ou plusieurs grafcets) soit d'un point de
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vue fonctionnel (’'automatisme est décrit en tenant compte des relations hiérar-
chiques -Mode de marches, sécurité, initialisation,...) soit en combinant les deux
modes.

La norme propose plusieurs outils pour réaliser cette structuration :
Structuration par synchronisation de grafcet;
Structuration par macro-€étapes;
Structuration par forcage;
Structuration par encapsulation.

8.3.2 Structuration par synchronisation de grafcets
a) Grafcets connexes, grafcets partiels

Grafcet connexe Un grafcet connexe est tel qu'il existe toujours une suite de liens
(alternance étape/transitions) entre deux éléments quelconque de ce graf-
cet.

Grafcet partiel Un grafcet partiel est constitué d’'un ou plusieurs grafcets connexes
regroupés selon un critére de structuration.

Grafcet global Le grafcet global est constitué de 'ensemble des grafcets partiels
qui décrivent le fonctionnement de 'application

e R
e R
: — |
100 [
T4 N B
52
200 iR 20 30
i r2 —‘==L
53 JL
300
I 40
13
54
-~ @ J
\_ 2 /
. Gl Y G
Grafcet global

FIGURE 8.12 — Grafcets connexes/partiels, grafcet global

Le grafcet global de la figure 8.12 est constitué de deux grafcets partiels G1 et
G2. Le grafcet G1 est constitué de deux grafcets connexes.
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b) Désignation des grafcets

Les notations suivantes permettent de désigner dans un grafcet les différents
éléments de celui-ci :

— X« :lanotation X, (en remplagant ., par le numéro de I’étape) permet de
désigner 1'étape numéro ... Si 'étape est active, alors X., = 1 (vrai) sinon
X+ =0 (faux).

— Gy : la notation Gy (en remplacant 4 par le nom du grafcet) permet de
désigner le grafcet partiel Ggy.

— XGyy :lanotation XG4 représente la variable associée a I’état du grafcet par-
tiel Gy#. Si une des étapes du grafcet partiel est active alors XGyuu = 1 (vrai)
sinon XGyx = 0.

c) Structuration et synchronisation des grafcets connexes

ﬁ ﬁTache G100
100
£ 110 et (100} X15+X25
15 "«’Tdchve'Gi.OO» 105
(t15) X115 S -+ 1105
B . 'b\_)\,‘.)"'».
20 ity 110
‘ .-._?{?q]
+ 120 e —+ r110
25 ..«vTé_l‘CheGZOO» ... 115
S fndetach
(25) X115 [ @si+ X15-X25
30
130

FIGURE 8.13 - Structuration et synchronisation des grafcets connexes

La tache décrite par le grafcet G100 (figure 8.13) est autorisé par I'étape 15 ou
I’étape 25 (la réceptivité associée a la transition (100) est vraie si 'étape 15 ou 25
est active). La tache se déroule jusqu’al’étape de fin 115. L'activation de cette étape
permet le franchissement de la transition (15) ou (25).
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On constate dans cet exemple qu'une méme tache décrite par un grafcet par-
tiel synchronisé peut étre appelé plusieurs fois, cela n’est pas le cas de la descrip-
tion par macro-étapes.

8.3.3 Structuration par macro-étapes

Les macro-étapes permettent de structurer la description du fonctionnement,
a chaque macro-étape correspond une expansion unique.

| E12
<4 TIq
121
1 B .~ Le franchissement de la transition 11
And ' T active I'étape d’entrée E12 de I'expan-
, 122 sion de la macro-étape M12.
— La transition 12 ne sera validée que
M12 ) . )
47 lorsque I'étape de sortie S12 de I'ex-
(12)—- fiz pansion de la macro-étape M12 sera
123 active.
13 " — — Le franchissement de la transition 12
- T Td entraine la désactivation de l'étape de
- T3 sortie E12 de I'’expansion.
~ | S12

FIGURE 8.14 — Macro-étapes

Expansion de la macro-étape : L'expansion d'une macro-étape Mxx est une
partie de grafcet munie d'une étape d’entrée Exx et d’'une étape de sortie Sxx.
L'étape d’entrée Exx devient active lorsque 'une des transitions amont de la macro-
étape est franchie. La ou les transitions aval de la macro-étape ne sont validées que
lorsque I'étape de sortie Sxx est active.

— Lexpansion d'une macro-étape peut comporter une ou plusieurs étapes ini-

tiales.

— Lexpansion d'une macro-étape peut comporter une ou plusieurs macro-

étapes.

Il est préférable de ne pas associer d’actions aux étapes d’entrées et de sortie
de la macro-étape Le concept de macro-étape est a différencier de celui de sous-
programme, une macro-étape est une extension du concept d’étape. A chaque
macro-étape correspond une expansion et réciproquement, si plusieurs cycles iden-
tiques sont a représenter, autant de macros et d’expansions seront nécessaires. Le
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concept de macro-étape se préte aisément a I’analyse descendante du systéme, en
permettant une description progressive du général au particulier.

8.3.4 Structuration par forcage

La structuration par forcage permet d’imposer une situation spécifique aux
différents grafcets partiels qui décrivent le systeme automatisé. Ce mode de struc-
turation est a privilégier pour décrire les modes de fonctionnement relatif a la sé-
curité et au choix des modes de marches.

Lordre de forcage est représenté par un double rectangle associé a I'étape.
C’est un ordre interne dont I'exécution est prioritaire sur 'application des regles
d’évolution.

Le grafcet forcé ne peut pas évoluer tant que dure l'ordre de forcage, on dit
alors que le grafcet est figé.

Lutilisation du forgage ne se concoit que lors d'une structuration hiérarchique
des grafcets. Le grafcet forcant doit étre de niveau hiérarchique supérieur au graf-
cet forcé.

N |

n [

(a) Forcage dans une situation déterminée (b) Forgage dans la situation courante
13 H G4{} ’ 102 H G8{INIT}
(c) Forcage dans une situation vide (d) Forgage dans la situation initiale

FIGURE 8.15 — Forcage notation et symbole

Forcage dans une situation déterminée (figure 8.15(a)) : Lactivation del'étape 41
force de grafcet partiel G12 dans la situation caractérisée par I'activation des
étapes 8, 9 et 11, toutes les autres étapes sont désactivées et 1’évolution est
bloquée jusqu’a la disparition de I'ordre de forcage.

Forcage dans la situation courante (figure 8.15(b)) : Lactivation del’étape 21 force
le grafcet partiel G3 dans la situation courante, c’est a dire que les étapes ac-
tives a I'instant du forcage restent actives, 1'évolution est bloquée dans cette
situation. On nomme cet ordre « figeage ».

Forcage dans une situation vide (figure 8.15(c)) : L'activation de I'étape 13 force
de grafcet partiel G4 dans la situation vide, c’est a dire que les étapes actives
al'instant du forcage sont désactivées. Le grafcet ne comporte plus aucune
étape active, il sera nécessaire lors du redémarrage de forcer 'activité d'une
étape.

Forcage dans la situation initiale (figure 8.15(d)) : L'activation de’étape 102 force
de grafcet partiel G8 dans la situation initiale, c’est a dire que toutes les
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étapes initiales du grafcet partiel G8 sont activées.

8.3.5 Structuration par encapsulation

Lencapsulation est un nouvel outil permettant la structuration des systemes
automatisés complexes complémentaire aux outils précédents (macro-étape, syn-
chronisation de grafcets connexes, forcage).

7N
41
N
(a) Etape Encapsulante (b) Etape Encapsulante Initiale
12
10
* 1
- 110
i ] .
£ 1 21 10
12 1
+ 112 22
13 F
r13
G2
(c) Exemple

FIGURE 8.16 — Encapsulation et grafcet encapsulé

Lencapsulation associe un ensemble d’étapes (un grafcet) dites encapsulées a
une étape encapsulante (symbole figure 8.16(a)).

— Lactivation de I'étape encapsulante du grafcet hiérarchiquement supérieur
implique I'activation dans le grafcet encapsulé de la ou des étapes possédant
un lien d’activation (représenté par un astérisque a gauche de I'étape).

— La désactivation de I'étape encapsulante entraine la désactivation de toutes
les étapes du grafcet encapsulé.

Le grafcet encapsulé est représenté dans un cadre reprenant en haut le numéro

de I'étape encapsulante et en bas le nom du graphe encapsulé (symbole 8.16).



8.3 Structuration et hiérarchisation 307

Chaque grafcet encapsulé ne dépend que d’'une et une seule étape encapsulante
mais plusieurs grafcets encapsulés peuvent étre associés a la méme étape encap-
sulante.

On distingue aussila notion d’étape encapsulante initiale (symbole figure 8.16(b)),
une étape encapsulante est initiale lorsque le grafcet encapsulé posséde une étape
initiale.

a) Désignation d’'une étape d’'un grafcet encapsulé

Un grafcet encapsulé est désigné par X../Gu ou X, désigne I'étape encap-
sulante et Gy le grafcet encapsulé (on peut, s’il n'y a pas d’ambiguité désigner
directement le grafcet par Gu).

Une étape d’'un grafcet encapsulé est désigné par X.. .. /X4 ou X, désignel’étape
encapsulante et Xy I'étape encapsulée, s’il n'y a pas ambiguité on peut directe-
ment la nommer Xgy.

8.3.6 Exemple de synthese

Pousseur 1

Tapis d’alimentation —

00000000

FIGURE 8.17 — Plateau rotatif de pergage et controle

Les pieces présentes sur le tapis d’alimentation (on suppose qu’il n'y a pas de
rupture de I'alimentation et qu'une piece est toujours présente (information : pj)
sont poussées sur le plateau rotatif de controle par le pousseur 1 (action :POUSS™,
compte rendu p;) sur le poste 1 a condition qu'il soit vide (information :vide).
Lorsque le pousseur a reculé (ordre :POUSS™, compte rendu py),a condition que
les autres postes aient terminés leur tache, le plateau est désindexé (ordre : IND™,
compte rendu :ip) puis tourne de 110° a grande vitesse (ordre :Rg, compte rendu:[0 =
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110°] ) puis a petite vitesse pour les 10° restant (ordre :Rp, compte rendu :[0 = 120°]
), arrivé en position le plateau est indexé (ordre : IND*, compte rendu :i;).

La piéce présente sur le poste 2 est percée (ordre :PER*, compte rendu: p), la
tache est terminée lorsque le foret est de nouveau en position haute (ordre :PER™,
compte rendu : py,).

La piéce présente sur le poste 3 est contrélée (ordre : CONT, compte rendu: fc)
sila piece est bonne (compte rendu : ok) elle est évacuée sur le tapis 1 (ordre :EVAC™,
compte rendu : f;) sinon (compte rendu : nok) elle est poussée jusqu’au tapis 2
(compterendu:t,). La tache est terminée lorsque le pousseur est reculé (ordre :EVAC™,
compte rendu : eg).

vide- pp

T P1
(o] frovs
—+ po

2]

[

31 HCONT‘
fc

PER*

PER™ H 32 H EVAC*

-+ t1-0k+tp-nok

EB EVAC™
L e
34

FIGURE 8.18 — Poste de pergage
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Représentation avec un seul grafcet connexe La figure 8.18 présente une tra-
duction du cahier des charges du poste de percage et de contrdle a partir d'un
grafcet partiel connexe.

Représentation avec utilisation des macro-étapes La figure 8.19 présente ce méme
cahier des charges en utilisant une représentation par macro-étapes.

=

FIGURE 8.19 — Poste de percage — Utilisation des macro-étapes—

Représentation avec utilisation de 'encapsulation La figure 8.20 présente une
traduction du cahier des charges a I'aide de I'encapsulation des taches. On notera
qu'une seule étape encapsulante 10 active les trois grafcets : GPousseur, GPercage
et Gecontrole.
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10

[]
vide-pp t1-ok+ tp - nok

- X13-X23-X34

40

gt
— GControle ————

— GPlateau

— GPousseur —— L— GPercage

FIGURE 8.20 — Poste de percage — Utilisation de I'encapsulation—
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8.4 Ftudede cas

Exercice 44- Poste de marquage et rangement Corrigé page 317
— Magasin
Pousseur 1
Marqueur

Tapis d’évacuation

FIGURE 8.21 - Poste de marquage et de rangement

Ce poste (fig 8.21 permet le marquage de boites en carton avant leur évacua-
tion par 4 sur un tapis. Les boites sont stockées dans un magasin vertical. Le pre-
mier pousseur extrait une boite du magasin et la déplace sous le poste de mar-
quage. A la fin du marquage, le cycle recommence jusqu’a la 4éme boite. Lorsque
la 4eme boite est marquée, 'ensemble est transféré sur le tapis d’évacuation.

Q1. Tracer un grafcet du point de vue partie opérative (description des actions)
Q2. Proposer plusieurs grafcets différents pour réaliser le comptage par quatre.
Q3. Commenter les différents graphes de comptage du corrigé proposé page 318.

Exercice 45- Poste de contole Corrigé page 319

A. Description

Les pieces a contrdler arrivent sur un tapis (figure 8.22), dés qu'une piece est
présente (pp), le premier manipulateur vient prendre la piece sur le tapis, puis la
poser sur la balance si celle-ci est vide.
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GA, ﬂ DR, GA, ﬂ DR,
p Pb Pr Ps
(] o (] (]
MO, ] JDE1 MO, ‘ ‘DEZ
Fel FeZ
pp
O n
O Ol
Tapis d’entrée Balance Rebuts Tapis de sortie

FIGURE 8.22 - Poste de controle

A la fin de la pesée, la balance émet 'information P, si le poids est correct
ou l'information P, sila piece n’est pas conforme. Une fois la pesée effectuée, le
deuxieme manipulateur saisie la piece sur la balance et I'évacue sur le tapis d’éva-
cuation ou dans le bac a rebut si le poids n’est pas correct.

Au début du fonctionnement, le manipulateur 1 est en position d’attente au
dessus du tapis d’arrivée (P,) et le manipulateur 2 au dessus du bac de rebuts (p;)
ou du tapis de sortie (p;). Les différents mouvements possibles sont précisés sur
le schéma, la commande de fermeture des pinces FR; (respectivement FR,) est
monostable, l'information fe; (respectivement fe,) est vraie sil'effort de serrage
de la pince est suffisant.

Q1. Traduire le fonctionnement par un grafcet en optimisant le temps de cycle,
Qla. on privilégiera une solution utilisant des macros étapes
Q1b. puis avec deux grafcets (un pour chaque chariot) synchronisés.

Exercice 46- Poste d’assemblage de bielle Corrigé page 320
adapté d’'un sujet de IUP GSI

Description
On veut gérer une machine transfert effectuant1’assemblage de bielles (figure8.23),
le schéma montre la vue de face et la vue de dessus.

1. Les corps et les chapeaux des bielles nécessaires au montage (un corps et un
chapeau par bielle) sont approvisionnés par deux portiques.
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portique portique
bielles chapeaux

1 1

| |
T T

Alimentation Machine d’as- Alimentation
en bielles semblage en chapeaux

FIGURE 8.23 - Machine d’assemblage de bielles

2. Un seul portique a la fois peut se trouver au dessus de la machine d’assem-
blage (dés qu'un portique commence a quitter sa position de repos, il em-
piéte sur la zone commune).

3. La machine transfert peut recevoir le chapeau ou la bielle dans un ordre
quelconque.

4. A l'état initial, les deux portiques sont positionnés au dessus de leur poste
d’alimentation, pinces vides, la machine transfert est également vide.

5. Le cycle démarre (et fonctionne en continu) dés que la commande « auto »
est présente, si elle disparait, le cycle se termine pour vider la machine et
revenir a I'état initial.

6. Des qu'un portique a déposé sa charge sur la machine transfert, il peut re-

tourner prendre une nouvelle charge a son poste d’alimentation et rester en
attente au dessus.

7. Lalimentation en pieces des postes d’alimentation (taches T; et T4) est réa-
lisée par un dispositif autonome (non représenté ici).

Nous allons décomposer le fonctionnement en 7 taches élémentaires (voir ta-
bleau 8.1 page suivante). Votre Grafcet se limitera a lancer ces taches (action T; a
T7), la fin de la tache T; sera signalée par 'information fT; (fT; a fT7 ) que vous
considérerez comme des capteurs.

Une possibilité pour réaliser 'automatisme serait de faire les 7 taches dans
I'ordre, malheureusement ceci entraine un temps de cycle (en fonctionnement
continu) beaucoup trop important.

Q1. Vous devez prévoir un Grafcet optimisant ce temps de cycle, en effectuant si-
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Tache Actions élémentaires sous systeme
T1 Préparation du corps de bielle dans le Systéme

Alimenter en
corps de bielle
durée:1a4T

systéme d’alimentation
La durée dépend de la disponibilité de la
bielle

d’alimentation en
corps de bielles (non
visible sur le schéma)

T2 descendre la pince Portique bielle
Prendre le corps | saisir la bielle
de bielle remonter
durée: T
T3 translater le portique vers la machine Portique bielle
Déposer le corps | transfert
de bielle sur la descendre la pince
machine déposer la bielle
transfert remonter la pince
durée : 3T ramener le portique sur le poste d’ali-
mentation
T4 Préparation du chapeau de bielle dans le Systéme
Alimenter en systeme d’alimentation d’alimentation en
chapeaux chapeaux (non
durée:1a4T visible)
T5 descendre la pince Portique chapeaux
Prendre le saisir le chapeau
chapeau remonter
durée: T
T6 translater le portique vers la machine Portique chapeaux
Déposer le transfert
chapeau sur la descendre la pince
machine déposer le chapeau
transfert remonter la pince
durée : 3T ramener le portique sur le poste d’ali-
mentation
T7 assembler une bielle et son chapeau Machine transfert
Assembler et évacuer 'ensemble
évacuer
durée : 2T

TABLE 8.1 — Description des taches de la machine d’assemblage

multanément les taches qui le permettent (seul le temps en cycle en fonctionne-
ment continu, quand toutes les pieces sont disponibles, est a optimiser).

Contraintes :

T1, T2, T3 doivent se faire dans cet ordre, pour chaque bielle;;

T4, T5, T6 doivent se faire dans cet ordre, pour chaque chapeau;

T7 peut se faire en méme temps que T1, T2, T4, T5 mais pas T3 ni T6;
T3 et T6 ne peuvent pas se faire simultanément ;
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— T1 peut se faire en méme temps que T3, idem pour T4 et T6.

Exercice 47- postes d’'usinage Corrigé page 322

Description

On se propose d’optimiser le fonctionnement d'un poste d’'usinage. Le synop-
tique est présenté sur la figure 8.24 et la table des entrées sorties sur la figure 8.25.

Les pieces arrivent sur le tapis d’amenage a la cadence de 1 piece tout les 5T. Si
le poste d’usinage est libre, le robot prend la piéce et la dépose sur le poste d’usi-
nage (la durée du cycle d'usinage est de 6T, lorsque la piéce est finie, celle-ci est
transférée par le robot sur le tapis d’évacuation. La durée de tous les cycles de dé-
placement du robot (du tapis d’amenage au poste d'usinage, du poste d’usinage
au tapis d’évacuation, entre les deux tapis...) est de T.

Au début du fonctionnement tous les postes sont vides
Q1. Au bout de combien de temps sort la premiére piece. Quelle est la cadence des
pieces évacuées ? Que se passe-t-il sur le tapis d’entrée ?

On se propose d’améliorer le débit de sortie en installant un deuxieme poste
d’usinage (8.26).

Le robot est une ressource commune aux deux postes d’usinage, il alimente
et évacue chaque poste des que nécessaire. On associe la variable binaire Robot
Libre (RL) a I’état du robot, lorsque le robot est en position d’attente devant le
tapis d’amenage alors RL = 1. En cas de conflit, le poste d'usinage 1 est prioritaire.
Cette variable binaire sera représentée par une étape du grafcet.

Les taches correspondantes a ces nouvelles actions sont décrites ci-dessous.

Poste
d’'usinage

o

tapis d’amenage tapis d’évacuation

o—¢| = o —

Robot en position d’attente

FIGURE 8.24 - Synoptique du poste d'usinage

— poste d'usinage 1
— T : Transférer du tapis — usinage poste 1,
— T, : usiner sur le poste d’'usinage 1,
— T3 : Evacuer poste d’usinage 1 vers le tapis d’évacuation,
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— T4 : Retour au poste d’attente depuis le poste d'usinage 1;
- poste d'usinage 2

— Tg: Transférer du tapis — usinage poste 2,

— Ty : usiner sur le poste d'usinage 2,

— Tg: Evacuer le poste d’'usinage 2 vers le tapis d’évacuation,

— Tg: Retour au poste d’attente depuis le poste d'usinage 2;
— Ts : Retour au poste d’attente depuis le tapis d’évacuation.

robot au poste d’attente : rpa —

piéece sur le tapis d’amenage : pp — —+— Transfert tapis — usinage : T

fin de la tache 1 :f¢1 —t +— Usiner : T»

fin de la tache 2 : f 2 1 1. Transfert usinage — évacuation :
Ts

fin de la tache 3 : f¢3 — +— Retour attente : Ts

fin de la tache 4 :ft5 —

FIGURE 8.25 — Table des entrées /sorties

Q2. Etablir le tableau d’antériorité des taches, en déduire les grafcets élémentaires.
Q3. Tracer le grafcet du systeme complet.

Q4. Tracer le chronogramme représentant le transfert des piéces. Vérifier que les
pieces ne s’accumulent plus sur le tapis d’entrée.

Poste d’usi-
nage 1

o

tapis d’amenage tapis d’évacuation

o—¢| = o —

o

Poste d’usi-
nage 2

FIGURE 8.26 — Evolution du poste d’usinage
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8.4.1

Cor. 44,

Corrigés

Sujet page 311

Q1. Grafcet du point de vue de la partie opérative figure 8.27.

autorisation

Pousser Boite

boite poussée

Reculer Pousseur

pousseur reculé

boite marquée

Remonter marqueur

pos. haute

=

Transférer

4 boites transférées

Reculer transfert

position reculée

L] L |

FIGURE 8.27 — Grafcet poste de marquage et rangement

Q2. Les grafcets de la figure 8.28 présentent d’autres solutions, par registre a accumulation, par registre a empi-
lement ou par un comptage numérique.
Q3. Commenter les différents graphes de comptage du corrigé proposé.

compteur par registre a décalage: Le compteur proposé dans la correction réalise un registre a décalage. Au
début seule I'étape initiale est active (figure 8.29), le premier front montant de 1 X140, active 1'étape
suivante et ainsi de suite jusqu’al’étape 240. Le comptage est réalisé, lorsque I'étape 240 est active.

Compteur par registre a accumulation: La deuxiéme possibilité caractérise un comptage par accumulation
(figure 8.28(a)), les étapes actives s’empilent. On remarquera, la transition source.

Au début du fonctionnement, aucune étape du cycle de comptage n’est active (non représenté sur la
figure 8.30) ;

Le front montant de 1 X140 active I’étape 200 (la transition est une transition source) ;

Au front suivant, il y a simultanément activation de I'étape 210 et réactivation de 1'étape 200;

Au front suivant, il y a simultanément activation de I'étape 220 et réactivation des étapes 200 et 210;
Au quatrieme front montant, I'étape 230 est activée, les 4 étapes sont alors actives, les trois réceptivités
qui précedent |'étape 230 sont vraies (ragp = 1210 = 210 = 230 =1 X140 +X230) il y a alors franchisse-
ment de ces transitions puis lorsque les étapes 200, 210 et 210 sont désactivées, franchissement de la
transition entre 230 et 240 (1239 = X200-X210-X220-X230) et I'activation de I'étape 240. La transition
suivant I'étape 240 est alors validée, elle est franchie entrainant 'activation de I'étape 250. Ces évolu-
tions (passage de la situation (X200,X210,X220,X230) a la situation (X240) puis a la situation (X250)
sont des évolutions fugaces (en pointillées sur la figure) ;

Létape 250 caractérise le comptage terminé.
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1 X140 + X230

depuis X260

1 X140 +X230

1 X140 + X230

X200-X210-X220-X230

Transférer

Transférer

(a) registre a accumulation (b) registre a empilement (c) utilisation d'un compteur
numérique

FIGURE 8.28 — Grafcet de comptage

1X140

1X140 1X140 1X140

1X140

1X140

1X140 1X140

FIGURE 8.29 — Principe d’'un compteur par registre a décalage

Compteur par registre a empilement : la figure 8.28(b) présente un compteur a registre a empilement. La fi-
gure 8.31 décrit le fonctionnement. A I’état initial aucune étape n’est active mais les réceptivités rogg =
X210, ra10 = X220 et rppp = X230 sont déja vraies.

Au premier front montant de X140 1'étape 200 est activée (transition source) la transition suivante
étant validée (évolution fugace) I'étape suivante 210 est activée et la précédente désactivée 200. De
méme la transition suivant 1'étape X210 étant déja validée, 1'étape 220 est activée et la 210 désactivée.
Finalement I'étape 230 est activée et toute les précédentes désactivées;

— Au front montant suivant, on retrouve le méme comportement, I’étape 230 étant active, la réceptivité
r230 est fausse, la succession des activations/désactivations se poursuit jusqu’a I'étape 220, I'étape
230 reste active;

- Au front montant suivant, I'étape 210 est activée, les étapes 220 et 230 restent actives;

- Au front montant suivant, I'étape 200 est activée, les quatre étapes 200, 210, 220 et 230 étant actives la
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1X140 1X140 1X140 1X140 1X140 1X140
200 200
9
1 X140 + X230 1 X140 + X230 1 X140 + X230 1 X140 + X230 1 X140 +X230 1 X140 + X230
210 210
1 X140 + X230 1X140 +X230 1 X140 + X230 1 X140 +X230 1 X140 + X230 1X140 +X230
220 220
2
1 X140 +X230 1 X140 +X230 1X140+X230 1X140 +X230 1 X140 +X230 1 X140 +X230
230 230
230 230 230 X200-X210-X220-X230 230 230
240 240

=
=
=

250

250

=

250

FIGURE 8.30 - Principe du comptage par registre a accumulation

transition suivante est validée et est donc franchie, I'étape 240 est activée et les quatre autres désacti-

vées. Cette évolution est aussi fugace.

1X140

200

X210

210

X220

220

T 4+ 41

1

FIGURE 8.31 — Principe du compteur a empilement

Comptage numérique: figure 8.28(c) a chaque événement | X140 le compteur est incrémenté.

Cor. 45,

Sujet page 311

Qla. fig 8.32(a) - Pour optimiser le temps de cycle, il faut constater que le cycle d’évacuation de la piece i
peut se faire en méme temps que la préparation de la piece i + 1.
Q1b. fig 8.32(b) - Les deux graphes sont synchronisés par les étapes X26 et X30, le grafcet du chariot 1 ne
peut évoluer (de I'étape X20 a X21 ) si le second n’est pas dans I'état initial, le second ne peut évoluer qu’a partir

de I'étape X26.
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M30
Evacuer

auto-pp-pa

(a) Macro-étapes (b) grafcets synchronisés

FIGURE 8.32 - Poste de controle

Cor. 46, Sujet page 312

Q1.
On commence par construire un tableau d’antériorité des taches. On précise dans ce tableau a quelles
conditions sont réalisées les différentes taches puis ce qu'implique leur réalisation.

Tache Faire tache si Si tache faite | Commentaires
alors faire

T : alimenter bielle | fT» To pour faire Ty il faut que T2 soit terminé
(la bielle précédente a été évacuée)

T, : prendre bielle fTretfT3 T3 ETT; T2 ne peut démarrer que si les taches
T; et T3 sont achevées

T3 : déposer bielle fTo et fT7 et | T;ET T3 la bielle ne peut étre déposée T3 que

poste libre si les taches T2 et T7 sont termi-

nées mais aussi que la Tg ne soit pas
en train d’étre exécutée, I'information
poste libre représente cet état.
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T4 : alimenter cha- | fTs Ty idem T;

peau

Ts5 : prendre cha- | fT4 T5 ET Ty idem T»

peau

Te : déposer cha- | fTsetpostelibre | Ty idem T3

peau

T7 : assembler fT3 ET fT6 T3 ouT6 I'assemblage n’est réalisé que si les

deux taches T3 et Tg sont terminées

A partir de ce tableau, on construit les graphes élémentaires de la figure 8.33. Pour chaque graphe, on re-
trouve la tache a exécuter et les étapes de synchronisation avec les étapes précédentes et suivantes.

201

l

]
Tl
"E BE B

(a) tache Ty (b) tache T4 (c) tacheTy (d) tache Ty

poste libre poste libre 1
fT3 fT6 117

(e) tache T3 (f) tacheTg (g) tache T7

=

FIGURE 8.33 — Grafcets élémentaires du poste d’assemblage de bielle

Pour construire le graphe global, il suffit de relier les différents graphes (figure 8.34), de définir les étapes
initiales. On remarque que I'information poste libre est gérée par un grafcet qui mémorise le passage dans les
taches T3 et Tg.
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[ XT3+ 1 XT6
XT3-XT6
1 1
fT2 fT5
203 @ 706 506
1
f17
T L
FIGURE 8.34 — Grafcets du poste d’assemblage de bielle
Cor. 47, Sujet page 315

Q1. Le temps de cycleestde Tc=(1+6+1+1)-T=9-T la piéce suivante sortira apres le méme délai. les pieces
vont donc s’accumuler sur le tapis d’entrée.
Q2. Tableau d’antériorités des taches.

poste 2

Tache La tache est autorisée par La fin de la tache participe al'au- | commentaires
torisation de
T1 transfert | le robot est libre RL ET le poste | T» (usinage sur le poste 1) et T4 | pendantla tache
vers poste 1 d’usinage 1 est libre f¢2 (retour vers le poste d’attente) RL=0
T, : usiner sur | latache T estterminée: ft1 T3 (transfert vers I'évacuation)
poste 1
T3 évacuer | ft2ETRL Ts (retour au poste d’attente) et
poste 1 T1 (une nouvelle piéce peut étre
amenée sur le poste d'usinage)
T4 : retour du | ftl RL ala fin du dépla-
poste 1 vers at- cement, RL=1
tente
Te transfert | RLET fr2 Ty
vers poste 2
T7 : usiner sur | ft6 Tg et Tg
poste 1
Tg évacuer | ft7ETRL Ts et Tg
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Tg : retour du | ft6 RL
poste 2 vers at-

tente

Ts:retourversle | ft30U ft6 RL
poste d’attente

On construit a partir du tableau les grafcets élémentaires représentés dans la figure 8.36 avec les conven-
tions suivantes :

On note X1— > 2 I'étape de synchronisation qui permet de passer de 1'étape X1 a I'étape X2. Cette étape est
activée lorsque la tache T est terminée.

Pourlatache Ty, onlit dans le tableau que pour activer cette tache, il faut que la tache T3 soit terminée et que
I'étape associée a RL soit active, on traduit cette condition par une convergence en ET. Une fois la tache terminée,
deux autres taches peuvent étre lancées, on traduit cette condition par une divergence en ET. On retrouve cette
méme structure élémentaire pour les taches Tg, T3 et Tg.

Pour les taches Ty, T4, T7 et Tg la structure est linéaire, on remarque aussi la structure en OU d’activation
de la tache Ts.

I
1
Il

FIGURE 8.35 — Grafcets élémentaires

Q3. A partir des ces différents grafcet, on construit le grafcet en superposant les étapes de synchronisation pour
obtenir celui de la figure 8.36. On en profite pour numeéroter les étapes et préciser les étapes initiales.

On peut remarquer que ce grafcet est encore simplifiable en supprimant les séquences étapes/transitions
pour lesquelles la réceptivité est toujours vraie (étape et transition X102 par exemple).
Q4. On constate sur le chronogramme de la figure 8.37 que les piéces ne s’accumulent plus.
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FIGURE 8.36 — Grafcet de gestion des taches optimisé

Piéces sur le

tapis d'entrée _[1 IR I I mn mn

XRL "L [

X301 "L T Samas=as]  Enasaass
T1 1 JERER i
T2 e e e e P P e P P PP P PP PP PP PP
T3 ERRR | i b
T4 11 JERRa IIEaR

X806 1 I
T6 JERRa | J ISR JERa
T7 I I e mamAmmas IEEEEE RN ARE R EAARERAE inmnansannna]
T8 JRER iR Frb
T9 i EEaa
T5 ISR JERa

Piéces sur le

il

tapis de sortie m M

FIGURE 8.37 — Chronogramme du poste d’'usinage
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ANNEXES

A.1 Mécanique

A.1.1 Liaisons

On retrouve dans chaque tableau :

— n.:le nombre d’'inconnue cinématique;

— ns:le nombre d'inconnue statique;;

— les symboles normalisés plans;

— le symbole 3D.

Remarque : dans les tableaux qui suivent, (7, ?, 7) se lit toute base compor-

tant le vecteur z.

325
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Liaison Pivot
Liaison Pivot d’axe (O, X)
Torseur cinématique Torseur des actions transmissibles
0y 0 X 0
0 0 , =1 Y M ,Ng=5
0 0] veeom Z N J vreo,
(Tc',z,z) (}',z,?)
— — 7
z z
7 3 .
Liaison Glissiére
Liaison Glissiere de direction X
0 V, 0 L
0 O ,ne=1 Y M ,Ng=5
0 0w Z N)w
(?,7,?) (7{,?,?
— — 7
z z
i X N
| R ¥
X
Liaison Hélicoidale
Liaison Hélicoidale d’axe (O, X)
Wy Vy V=P o, X L L=— b X
0 0 2.7 Y M 27
0 0 ) veeo,® ne=1 Z N | veeo? ng=5
(?,?,?) (7,?,?)
- — 7
z z
7 3 .
- V
X
Liaison Pivot Glissant
Liaison Pivot Glissant d’axe (O, X)
Wy Vi 0 0
0 0  Ne=2 Y M  ng=4
0 0 ) veeo, ) Z N ) vreo,
[Y,?,z} [Y,z,?
- — 7
z z
7 X N
- V
X
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Liaison Sphérique
Liaison Sphérique de centre C

wy O
wy, 0
wy, 0

z
_)/é\j}
X

Liaison Sphérique a doigt
Liaison Sphérique a doigt de centre C et de doigt ,xeOx

wy O X 0
Wy 0 y Ne =2 Y O , N =4
0 0 C Z N C
VA VB
N z
Z
£ -
V

—
X

Liaison Appui Plan
Liaison Appui Plan de normale Z

0 Vi 0 L
0 Vg yNe=3 0 M ,Ns=3
(7772) (772)
7 ﬁ
N N 7 >
— . ¥
X
Liaison Sphere Cylindre - Linéaire Annulaire

Liaison Sphere Cylindre de centre C et d’axe (C, X)

0 0
{Y 0} ,Ng=2
Z 0 C
&

ny
w}

<
=l

=)
Y
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Liaison Cylindre Plan - Linéaire Rectiligne

Liaison Cylindre Plan de normale Z et de droite (I, X), I un point de la droite

de contact
Wy Vi 0 O
0 Vv ,Ne=4 0 M , Ng=2
w; 0 Jvreq® Z 0 ) vreq,®
(77.7) 3.7.7)
— — 7
z z
vy £ R
N V
X

Liaison Sphere Plan - ponctuelle

liaison Sphére Plan de normale (I, Z), I point de contact

Wy Vi 0 0
wy Vy ,N¢=5 0 0 ,ng=1
wz; 0 Jveeq, Z 0] vreq, 2
(77.%) (773
N z
V4
X -
V

=l
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A.1.2 Matrices d’'inertie de quelques solides élémentaires

Cylindre d’axe (G, Z) de
rayon R et de hauteur H
R? H?
m- (— + —) 0 0
4 12
R? H?
0 m- (— + —)
4 12
0 0 m-—
s

en G dans toute base contenant z.

Tube d’axe (G, Z) de rayon R et de
hauteur H (épaisseur négligeable)

R?2 H?
m(— + —) 0 0
2 12

RZ H?
0 m(—+—)

0 0 m-R?J

7.7

en G dans toute base contenant z.

—>
z

Tige cylindrique (G, Z) de rayon négligeable

en G dans toute base contenant z.

Disque d’axe (G, Z) d’épaisseur négligeable

R2
m-— 0 0

en G dans toute base contenant z.
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Sphere pleine de centre C

2 2
2 2
0 gm-R 0
2 2
0 0 -m-R
5 [¢

en C dans toute base

Sphére creuse de centre C
0 0

en C dans toute base

Parallélépipede de cotés a, b et ¢

<
X ‘—N
=l
w |
o o S
=
L\S}
[SSRI ]
o 3
=
no
Wl
I o
=]
no
<0
N

b2+ c? 0 0
N .
X 12
a?+c?
0 12
a? + b?
0 0 . c
12

en G dans la base paralléle
aux arétes du parallélépipede

Cone (S, Z) de rayon R et de hauteur H

3-m (R*
| =+H 0 0
5 (4 ,
3-m (R
0 —m-(—+H2) 0
5 (4
3-mR?
0 0 ——
5 2/

<{
"
o)y
»
=

?,?,z]

en S dans toute base contenant z.
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A.2 Automatique

A.2.1 Transformées de Laplace

a) Transformées usuelles

f@)-u) F(p) OGR! EF(p)
K . w
K — sin(w - f) -
p p°+w
a-t % cos(w - 1) 2}9 5
p pr+w
n! W
tn —ﬂ'[‘ 3 't -
pnl+1 € sinw- ) 0?+(p+a)?
e @t e %l.cos(w- 1) I A
p+a 0w+ (p+a)?
: 1 Pl 4707 ®
l-e7 = sinhwt= —— -
pd+1.p . . pe—w
! w + —W
e . g n coshwr= ¢ P
(p+a)n+l p2_w2
b) Transformées des systemes du 1¢et du 2"dordre
F0)-u(n) F(p)
1 _: 1
—ee 1
T 1+1-p
r 1
l-e= _
P'(1+1T'P)
t—-T+T-e" 7 - -
p*-(1+1-p)
! (e_ﬁ—e_%) !
(11— T2) (1+11p)(1+12p)
_L _L |
1+ |Tr.e T =T ™2
(11— T2) ( 1 2 ) p-(1+1ip)(1+12p)
1 1
2e‘z‘“ot. (sin (movl—z2.l‘)) 5 avec z<1
1-2 1+2z£+(£
I Wo Wo
1- Ze_z“’ot.(sin(wovl—zz.t—(p)) - avecz<1
1-2z p p
( /—1—Z2) p(1+2Zw—0+(w—o
et ¢p = arctan
-z
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A.2.2 Abaque des dépassements d’'un second ordre

A.2.3 Abaque du temps de réponse d'un second ordre

FIGURE A.1 -Abaque du temps de réponse réduit T, -w, d'un systeme du second ordre en fonction du coefficient
K

d’amortissement z : H(p) =

2
.z 4P
1+2 wn+w£
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A.2.4 Abaque de Black
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LIENS

Quelques sites et liens utiles pour les sciences industrielles

— http://www.sciences-indus-cpge.apinc.org/ : site principal de l'au-
teur mis a jour réguliérement;

— http://sii-en-psi.papanicola.info : espace dédié aux discussions et
remarques sur ce manuel;

— http://wuw.upsti.fr/serv4/spip.php?rubrique298: site de 'associa-
tion des professeurs de sciences industrielles, vous y trouverez quelques su-
jets de concours corrigés;

— http://www.scei-concours.fr/ :site du service de concours écoles d'in-
génieurs;

— http://concours-minesponts.telecom-paristech.fr/pages/upload/
sujet/sujet.php: Sujets Mines-ponts;

— http://www.concours-centrale-supelec.fr/CentraleSupelec: Sujets
Centrale Supélec;

— http://ccp.scei-concours.fr/sccp.php?page=cpge/sujet/sujet_accueil_
cpge.html : Sujets CCP;

— http://wuw.e3a.fr/spip.php?rubrique36 : Sujets E3A;

— http://www.banquept.fr/rubrique.php3?id_rubrique=38:Sujets Banque
PT
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